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1. Ejercicios de Derivadas

1.1. Tasas de variacion

En los siguientes ejercicios se trata de calcular la tasa de variacién de una magnitud cuando se conoce la
tasa de variacion de otra magnitud relacionada con ella. En este tipo de ejercicios la “tasa de variacion”
se interpreta como una derivada y, en la mayoria de los casos, basta usar la regla de la cadena para
obtener lo que se pide. Hay que elegir las unidades de acuerdo con los datos del problema; por ejemplo,
si un volumen se mide en litros tendremos que medir longitudes con decimetros.

Ejercicio 1. ¢ Con qué rapidez baja el nivel del agua contenida en un depdsito cilindrico si estamos
vaciandolo a razén de 3000 litros por minuto?

Ejercicio 2. Un puntoP se mueve sobre la parte de la parabotay? situada en el primer cuadrante de
forma que su coordenadaestd aumentando a razén de 5 cm/sg. Calcular la velocidad a la que el punto
P se aleja del origen cuanda= 9.

Ejercicio 3. Se esta llenando un depdsito cénico apoyado en su vértice a razén de 9 litros por segundo.
Sabiendo que la altura del depésito es de 10 metros y el radio de la tapadera de 5 metros, ¢con qué
rapidez se eleva el nivel del agua cuando ha alcanzado una profundidad de 6 metros?

Ejercicio 4. El volumen de un cubo est4 aumentando a razén de @omminuto. ¢ Con qué rapidez
esta aumentando el area cuando la longitud del lado es de 12cm?

Ejercicio 5. Un barcoA se desplaza hacia el oeste con una velocidad de 20 millas por hora y otro
barcoB avanza hacia el norte a 15 millas por hora. Ambos se dirigen hacia un Puigbocéano en

el cual sus rutas se cruzan. Sabiendo que las distancias iniciales de losAgrBoal puntoO son,
respectivamente, de 15 y de 60 millas, se pregunta: ¢ A qué velocidad se acercan (o se alejan) los barcos
entre si cuando ha transcurrido una hora? ¢Y cuando han transcurrido 2 horas? ¢ En qué momento estan
mas proximos uno de otro?

Ejercicio 6. Una bola esférica de hielo se est4 derritiendo de forma uniforme en toda la superficie, a
razén de 50 crhpor minuto. ¢Con qué velocidad esta disminuyendo el radio de la bola cuando este
mide 15cm?

Dpto. Analisis Matematico Prof. Javier Pérez Universidad de Granada
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1.2. Ejercicios de extremos

Una de las aplicaciones mas utiles de las derivadas es a los problemas de optimizacién. En dichos
problemas se trata, por lo general, de calcular el maximo o el minimo absolutos de una magnitud.
Hay una gran variedad de problemas que responden a este esquema y con frecuencia tienen contenido
geométrico o econémico o fisico. Por ello cada uno de estos ejercicios requiere un estudio particular.
Los siguientes consejos pueden ser (tiles:

a) Entiende bien el problema. Haz, si es posible, un dibujo o un esquema.

b) Elige las variables y la magnitu@, que tienes que optimizar.

c¢) Estudia las relaciones entre las variables para expresar la mag@nitoicho funcién de una sola de
ellas,Q = f(x).

d) Las condiciones del problema deben permitir establecer el dominio de

e) Estudia la variacion del signo de la derivadafden su dominio para calcular maximos y minimos
absolutos.

Ejercicio 7. Dado un puntd® = (a, b) situado en el primer cuadrante del plano, determinar el segmento
con extremos en los ejes coordenados y que pasa goe tiene longitud minima.

Ejercicio 8. Demuestra que entre todos los rectangulos con un perimetro dado, el que tiene mayor area
es un cuadrado.

Ejercicio 9. Determinar el rectangulo con lados paralelos a los ejes coordenados, inscrito en la elipse

2
X2y 3 L
de ecuacion; + 5 = 1, y que tenga area maxima.

Ejercicio 10. Calcular el area maxima de un rectangulo que tiene dos vértices sobre una circunferencia
y su base esta sobre una cuerda dada de dicha circunferencia.

Ejercicio 11. Calcular las dimensiones (radio y altura) de una lata cilindrica de un litro de capacidad
cuya superficie total sea minima.

Ejercicio 12. Se quiere construir una caja sin tapa con una lamina metalica rectangular cortando cua-
drados iguales en cada esquina y doblando hacia arriba los bordes. Hallar las dimensiones de la caja de
mayor volumen que puede construirse de tal modo si los lados de la lamina rectangular miden: a) 10 cm.
y10cm. b) 12cm.y 18cm.

Ejercicio 13. Calcular las dimensiones (radio y altura) de una lata cilindrica de un litro de capacidad
cuyo costo de produccién sea minimo. Se supone que no se desperdicia aluminio al cortar los lados de
la lata, pero las tapas de radige cortan de cuadrados de ladq@r lo que se produce una pérdida de
metal.

Dpto. Andlisis Matemético Prof. Javier Pérez Universidad de Granada
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Ejercicio 14. Encontrar un punto P de la circunferengfat-y? = 1 con coordenadas positivas y tal que
el triangulo cuyos vértices son (0,0) y las intersecciones de la tangente a la circunferencia en P con los
ejes coordenados tenga area minima.

Ejercicio 15. Calcula la longitud de la escalera més larga que llevada en posicion horizontal puede pasar
por la esquina que forman dos corredores de anchuras respegfivas

Ejercicio 16. Calcular las dimensiones del rectdngulo de area maxima que puede inscribirse dentro de
un semicirculo de radio 2.

Ejercicio 17. Se necesita construir un deposito de acero de 580dm forma rectangular con base
cuadrada y sin tapa. Tu trabajo, como ingeniero de produccion, es hallar las dimensiones del depdsito
para que su costo de produccién sea minimo.

Ejercicio 18. Hallar el volumen del cilindro circular recto mas grande que puede inscribirse en una
esfera de radioa(> 0).

Ejercicio 19. Hallar el volumen del cilindro circular recto mas grande que puede inscribirse en un cono
circular recto de alturéd y radioR conocidos.

Ejercicio 20. Hallar el volumen del cono circular recto mas grande que puede inscribirse en una esfera
de radio &> 0).

Ejercicio 21. La resistencia de una viga de madera de seccién rectangular es proporcional a su anchura
y al cuadrado de su altura. Calcular las dimensiones de la viga mas resistente que puede cortarse de un
tronco de madera de radi

Ejercicio 22. Calcular la distancia minima del punt6, 3) a la parabola de ecuacign= x2.

Ejercicio 23. Una empresa tiene 100 casas para alquilar. Cuando la renta es de 80 euros al mes, todas
las casas estan ocupadas. Por cada 4 euros de incremento de la renta una casa queda deshabitada. Cada
casa alquilada supone a la empresa un coste de 8 euros para reparaciones diversas. ¢ Cual es la renta
mensual que permite obtener mayor beneficio?

Ejercicio 24. Se proyecta un jardin en forma de sector circular de nagi@ngulo centrab. El area del
jardin ha de seA fija. ¢, Qué valores dey 6 hacen minimo el perimetro del jardin?

Ejercicio 25. Se corta un alambre de longitudormando un circulo con uno de los trozos y un cuadrado
con el otro. Calcular por dénde se debe cortar para que la suma de las &reas de las dos figuras sea maxima
0 sea minima.

Ejercicio 26. Dados dos punto&y B situados en el primer cuadrante del plano, digase cual es el camino
mas corto para ir d& aB pasando por un punto del eje de abscisas.

Ejercicio 27. Se desea construir una ventana con forma de rectangulo coronado de un semicirculo de
diametro igual a la base del rectangulo. Pondremos cristal blanco en la parte rectangular y cristal de

Dpto. Andlisis Matemético Prof. Javier Pérez Universidad de Granada



Ejercicios de extremos 6

color en el semicirculo. Sabiendo que el cristal coloreado deja pasar la mitad de luz (por unidad de
superficie) que el blanco, calcular las dimensiones de la ventana para conseguir la maxima luminosidad
si se ha de mantener un perimetro constante dado.

Ejercicio 28. Se desea confeccionar una tienda de campafia conica de un volumen determinado. Calcular
sus dimensiones para que la cantidad de lona necesaria sea minima.

Ejercicio 29. Se desea construir un silo, con un volumémeterminado, que tenga la forma de un
cilindro rematado por una semiesfera. El costo de construccién (por unidad de superficie) es doble para
la semiesfera que para el cilindro (la base es gratis). Calculense las dimensiones 6ptimas para minimizar
el costo de construccion.

Ejercicio 30. Demostrar que de todos los triangulos isésceles que se pueden circunscribir a una circun-
ferencia de radio, el de area minima es el equilatero de altura 3

Ejercicio 31. Con una cuerda de longitud en la que en uno de sus extremos hemos hecho un nu-
do corredizo, rodeamos una columna circular de r&i@aciendo pasar el otro extremo por el nudo.
Calcular la maxima distancia posible del extremo libre al centro de la columna.

Ejercicio 32. Calcular los valores maximo y minimo de las siguientes funciones en los intervalos que
se indican:

1. f(x)=x3-x2-8x+1 enelintervalo [-2,2].

x+1
X241

en elintervalo [-1,2].

3. f(x) = S (sex+cosq)+2sen—x en el intervalo 0,1/2).
2

4. f(x)=Vx2(5—2x) enelintervalo [-1,3].

5. f(x)=-x3+12x+5 enelintervalo [-3,3].

Ejercicio 33. Calcular el minimo valor d§y_, (x— ay)? dondeay, ay, - - - @, SON nimeros reales dados.

Ejercicio 34. Calcular la imagen dd : R* — R dada por f (x) = x*/X.

Dpto. Andlisis Matemético Prof. Javier Pérez Universidad de Granada
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1.3. Célculo de limites

Ejercicio 35. Calcular el limite en el punta que en cada caso se indica de las siguientes funciones:

f(x) = (serx+cos)¥*, a=0;  f(x)=(1+tgx)¥<, a=0

2\ 1
f(x) = (cotx)**™, a=0, 1/2; f(x) = (COSZX+ 2) , a=0
f(x) = (1_|_Senx)cotgx7 a=0,1m/2;, f(x)= m7 a=T1/2
_x—arctgx _ (tgx)(arctgx) —x2
f(x)_iseﬁx , a=0; f(x) = NG , a=0
€ — cosv2x—x _ serxy 1/(1-cosx)

Ejercicio 36. Calcular el limite en el punta que en cada caso se indica de las funcioheR*™ — R.
f(x)

_ x?sen¥x
~ logx

, a=+o; f(x)=sem/1+x—sen/x, a=+o
3

1 X
f(x) =serxsen-, a=0, a=+ow; f(x)= (cosn> , a=+ow
X X+2

Ejercicio 37. Calculense los limites

. 1 1 (A —e 1 1
Iim -= ) Iim—; Iim{ — ———
x—0\ serfx X2/’ x-0 X x—1\logx x—1

XX 4 xe& -2 280 (11 )1/|ng

L (e N I

Sugerencia: pueden usarse las reglas de L'Hépital pero conviene realizar previamente alguna transfor-
macion.

Ejercicio 38. Explicar si es correcto usar las reglas de L'Hbpital para calcular los limites:

2
X — serx . Xcsenl/x
im ; 1im M
X—+00 X+ Selx x—0 Sernx

V31+X_¢(X) =0
x5 -

Ejercicio 39. a) Calcular una funcién polinémidatal que Irrg)
X—
log(arctgx+1)) — ¢(x)

2 =0.

b) Calcular una funcién polindémicé tal que Irr(1)
X—

Dpto. Andlisis Matemético Prof. Javier Pérez Universidad de Granada
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1.4. Teorema de Rolle y del valor medio

Ejercicio 40. Calcular el nimero de ceros y la imagen de la funciéiR — R dada por
f(x) =x8—3x?+2

Ejercicio 41. Calcular el nimero de soluciones de la ecuacion 8leg= 0.

Ejercicio 42. Seaf una funcion polindmica y < b. Justifiquese queontando cada cero tantas veces
como su ordensi f(a)f(b) < 0 el nUmero de ceros dé en]a,b[ es impar; y sif(a)f(b) > 0 dicho
namero (caso de que haya algun cero) es par. Dedlzcase fjuese gradm, es condicion necesaria
y suficiente para qué tengan raices reales distintas que su derivada tengd. raices reales distintas
C1<Cp<---<Cp1Yque paran < c; suficientemente pequefio y pda c,_1 suficientemente grande,
los signos de los nimerdga), f(c1), f(c2),..., f(ch-1), f(B) vayan alternando.

Aplicacion:

1. Determinar para qué valores dela funcion polindmica 8* —8x% — 6x2+24x+a tiene cuatro
raices reales distintas.

2. Estudiar el nimero de raices reales de la ecuacidr-3x> — 30x = o , segun los valores de.

Ejercicio 43. DadoneN, seaf(x) = (x* —1)" (x€R). Pruébese que la derivaki@&sima (1< k < n)
de f tiene exactamenteraices reales distintas en el intervilel, 1].

El teorema del valor medio permite acotar el incremento de una funcién por el incremento de la variable
y una cota de la derivada. Esto da lugar a muchas desigualdades interesantes. Por otra parte, algunas de
las desigualdades mas utiles son consecuencia de la convexidad. Los siguientes ejercicios tratan de ello.

Ejercicio 44. Probar que-aelogx < x 2 para todox > 0 y todoacR.
Ejercicio 45. Dadoa €]0, 1] demuéstrese que® < ax+1—a paratodoxe R™, x # 1.

Ejercicio 46. Sean O< a < b. Pruébese que §i<e entonces” < b2, y si e< a entoncesh? < ab.
¢ Qué puede decirseaik e < b?.

Sugerencia: considérese la funcivr- lo%(.

Ejercicio 47. ¢ Hay algin nimera > 0 que verifique que/2 > x para todaxe R*? ¢ Cuél es dicho
ndamero?

Ejercicio 48. Pruébese que para toa@]0, 11/2] se verifica que

2

. X L 2X
i) 1—?<cosx; ii) w < serx < X < tgx

Ejercicio 49. Seaf: [a,b] — R derivable yf’ creciente. Probar que la funcidy]a, b] — R dada para
f(x)—f(a)

X—a

todo x€ja, b] por g(x) = , €s creciente.

Dpto. Andlisis Matemético Prof. Javier Pérez Universidad de Granada
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Ejercicio 50. Sea f: [a,b] — R continua ena, b] y derivable dos veces gn,b[. Supongamos que el
segmento de extremds, f(a)), (b, f(b)) corta a la grafica dé en un punto(c, f(c)) cona<c<h.
Demuéstrese que existe algun pudtga, b| tal quef”(d) = 0.

Sugerencia: interpretar graficamente el enunciado.

Dpto. Andlisis Matemético Prof. Javier Pérez Universidad de Granada
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1.5. Teorema de Taylor

Ejercicio 51. Justifiquese que las Unicas funcionegces derivables con derivada de ord@onstante
son las funciones polinémicas de grada.

Ejercicio 52. Calcllese, usando un desarrollo de Taylor convenieyi,con nueve cifras decimales
exactas.

14 1\ Y2
Sugerencia: téngase en cuenta q@e: 10 <1— 50) .

Ejercicio 53. Calcular, usando un desarrollo de Taylor conveniente, un valor aproximado del nimero
reala con un error menor de 18 en cada uno de los casos siguientes:

a)a = v/7, bya =\, c)a=ser1/2)

Ejercicio 54. Calcular los polinomios de Taylor de ordaren el punto 0 de las funciones exg[serx,
cosx, log(1+x), arctgx, (1+x)? (o €R), arcserx.

Dpto. Andlisis Matemético Prof. Javier Pérez Universidad de Granada
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1.6. Derivabilidad de funciones

Ejercicio 55. Seag: R — R derivable erR y dos veces derivable en 0 siendo, adergé) = 0. De-
finamos f: R — R por f(x) = @ si x# 0, f(0) = ¢’(0). Estudiese la derivabilidad dé. ;Esf’
continua en 0?

Ejercicio 56. Seanf,g:] — 1, +0[— R las funciones definidas por

log(1
F(x) = 1991+
X
Calculense las derivadas primera y segundé @ en 0 y dedlzcase el valor del limite

CfO)=1; gx)=e®

(1+x)V*—e+ S
lim > 2
x—0 X

Ejercicio 57. Estldiese la derivabilidad de las funciones

1. f:R* —R,dadaporf(x) =x"/®%-D, f(1)=e
2. f:]—-1/2,+»[— R, dada porf(x) = (x+€)¥X (0) =€

3. f:[0,+w[— R, dada porf(x) = (1+xlogx)**, f(0)=0.

1 2
4. f:-m/2m/2— R, dada porf(x) = (?) " o) =e Vs,

5. f:R—R,dadaporf(x) = (243" f(0)=1.
2
Ejercicio 58. Seaf: R — R la funcién definida porf (x) = e ¥/*" parax # 0, y f(0) = 0. Estudiar la
continuidad y derivabilidad déy calcular su imagen.

Ejercicio 59. Supongamos qué es derivable em, g es continua eay f(a) = 0. Pruébese quég es
derivable era.

Ejercicio 60. Justifiquese que existe una funcignR — R derivable y que verifica qug(x) + €9 = x
para todoxeR. Calctlesey’(1) y g'(1+e€).

Dpto. Andlisis Matemético Prof. Javier Pérez Universidad de Granada
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 1.
Sear el radio del cilindro yh la altura medidos en decimetros. Sg8) el volumen de agua, medido en
litros (=dcn?), que hay en el cilindro en el tiempanedido en minutos. La informacién que nos dan es
una tasa de variacion

V(t+1)—V(t) = —3000 litros por minuto
En este tipo de ejercicios la tasa de variacion se interpreta como una devitdgla: —3000. Fijate que
V(t+1to) —V(to) = V' (to)t, por lo que la interpretacion es razonable. El signo negativo de la derivada
es obligado ya que el volumen disminuye con el tiempo. Como el radio es constante pero la altura del
agua depende del tiempo, tenemos

V(t) = 1r 2h(t)

y deducimos
V’(t) = —3000= 1tr 2h’(t)
Por tanto 23000
h'(t) = T decimetros por minuto
. : 3 .
Si expresamos las medidas en metros, entohtigs= 7 metros por minuto. <
Ejercicio 2.

Sean(x(t),y(t)) las coordenadas, medidas en centimetros, del fRieto el instanté medido en se-
gundos. Nos dicen qugt) > 0 y quex(t) = y(t)?. La distancia del punt® al origen viene dada por
f(t) = /x(t)2+y(t)?, por lo que

() = XOXO YOV
X(£)2+y(t)?
Lo que nos piden ef’(t,) sabiendo que(t,) = 9. En tal caso ha de sgft,) = 3. También conocemos

"(t 5 .
X(to) _ ~. Finalmente,

2y(t) 6
X(to)X' (to) +Y(to)y' (to) _ 45+ 3(5/6) _ 95
X(to)2 +Y(to)? 81+9 6v10

x'(t) = 5 (cm/sg). Con ello es facil deducir el valor gét,) =

f/(to) = cm/sg

Ejercicio 3.

Expresaremos todas las medidas en metro¥.(Sies el volumen de agua que hay en el depdsito en
el tiempot medido en segundos, nos dicen yUiét) = % m3/sg. Sabemos qué(t) = %nr(t)zh(t)
dondeh(t) es la altura, medida desde el vértice, alcanzada por el agua en el tigmfi9 es el radio

de la seccion transversal del cono a la distah@findesde el vértice.

Dpto. Andlisis Matemético Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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. L, . r h
Por semejanza de triangulos deducimos g—eue O de

donde, R L
r=r(t)= ﬁh(t) = éh(t)
_ i 3 / _ i _ E 2n/
LuegoV(t) = 12T[h(t) L YyV/() = 1E = 4h(t) h'(t).
Luego, cuandoh(t;) = 6, deducimos quess =

E I I _ 1 ~
436h (to), esto esh’(ty) = 1 m/sg =~ 1,146 m/h.

Ejercicio 4.
SeaV (t) el volumen del cubo, medido en centimetros cubicos, en el tiempedido en minutos. Si
L(t) es la longitud en centimetros del lado en el tierhgenemos qu¥ (t) = L(t)3, de dondel.’(t) =
!
?:f_((tt))z' Como nos dicen gue’(t) = 70 cm/min, deducimos que cuant(t,) = 12,L’(tp) = 3(1(2))2
El area del cubo viene dada 8(t) = 6L(t)?, deducimos quéS (t) = 12L(to)L' (o) = 7—30 cm?/min.
<

Ejercicio 5.

Tomamos el punt® como origen de coordenadas, tal
/ como se indica en la figura. Llamenxs) a la distancia,
medida en millas, que separa el bafcde O. Nos dicen
/ quex(0) = 15 yx/(t) = —20 millas por hora. Observa que
! / como la funciérx(t) es decreciente su derivada debe ser
. negativa. Analogamente, sgd) la distancia que separa
/ al barcoB de O. Nos dicen qug(0) =60 yy'(t) = —15
millas por hora. La distancia entre los dos barcos viene
/ dada porf (t) = /X(t)2+y(t)2. Tenemos

y 1) = XX O YOy
; X(O2+y(0)?

A
>

Cuando ha pasado una hod) = 15— 20= -5, y(1) = 60— 15= 45. Deducimos que
5(=20)+45-15 115 millas/h

(~5)2+ (45)2 V82

Donde el sigo negativo indica que se estan acercando (la distancia entre ellos esta disminuyendo).

f/(l) _ (_

Cuando han pasado dos hoxg8) = 15— 40= —25,y(2) = 60— 30= 30. Deducimos que

(2) = (—25)(—20)+30(~15) 10

257+ @07 7\/6flmillas/h

Dpto. Andlisis Matemético Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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Donde el sigo positivo indica que se estan alejando (la distancia entre ellos estad aumentando).

La distancia entre los dos barcos es minima cuando la derivada es nula (fijate que la derivada pasa de

negativa a positiva). La condiciéfi (t,) = 0 equivale a—20x(t,) — 15y(t,) = 0. Sustituyendo en esta

. 117 156
igualdadx(t,) = 15— 20t,, Y(to) = 60— 15t,, obtenemos, = 8. X(3¢) = -5 y(3) = = La

distancia minima a que se cruzan los barcofs(é%) = 39 millas. <

Ejercicio 6. 4
El volumen de la bola en el instartteninutos viene dado por (t) = 3™ (t)® centimetros ctbicos. Nos
dicen queV'(t) = —50. Deducimos que-50= 47tr (t)%r'(t). Sir(t) = 15, se sigue que
-50 1
Mty = ——p = ————
(to) 41(15)2 181
La derivada es negativa, como debe ser, ya que el radio esta disminuyendo. <

cm/min

Ejercicio 7.

En un ejercicio como estie primero que hay que
B=(0,b+y) hacer es elegir la variablen funcién de la cual va-
mos a calcular la longitud del segmeB. Toman-
do como variablé, es decir, la medida en radianes
b i P=(a,b) del angulo indicado en la figura, la longitud del seg-
mentoAB viene dada por
j ()= 5o * 5o

a A=(a+x,0)

0< ¢ <1/2)

Debemos calcular el minimo absoluto fleTene-
mos que:
_ —bcosp asenp

f'(¢) = +
serf¢  cogd
Se obtiene enseguida qfi§$) se anula en un Gnico pundg €]0, /2| que viene dado por la condicién

tg(¢,) = V/b/a

Se justifica facilmente qué tiene end, un minimo absoluto. En efecto, com’mrg)lf/(q)) = —o00, ¥y
X—

xlig}z f'(¢) = +oo se sigue que:
¢ €]0,¢o[= f'(9) <0, ¢ €ld,, /2= f'(¢) >0
por tanto,f es estrictamente decreciente]@np,] y estrictamente creciente @y, 11/2], lo que implica
quef(d,) < f(¢) para todap €0, /2.
Para calcular la longitud minimi&(¢,), basta tener en cuenta que:

215l b\? a  2/3/.2/3 12/3)1/2
11800 = oz =1 (3) = comgy — 20+ 0%)

Facilmente se obtiene ahora que——— = b2/3(a2/3+ b2/3) Y2 conlo gue la longitud minima buscada

b
ser(do)

f(g) = (a2/3+b2/3)3/2

viene dada por:
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Otra forma de calcular la longitud del segmeAB consiste en considerar la ecuacion general de las
rectas que pasan por el puite= (a,b): y=A(x—a)+b. Las intersecciones de dicha recta con los ejes
son los punto# = (a—b/A,0) y B= (0,—a\ + b). Por tanto, la longitud del segmen@ viene dada
por:

2
g\ = \/<a— ;’) +(b—ah)2 (A <0)

Otra forma de calcular la longitud del segmeA consiste en introducir las variablg® y tales que
A= (a+x,0), B= (0,b+y), como se indica en la figura. La longitud del segmekBoviene dada por

H(x,y) = v/(a+x)2+ (b+Y)2. Esta funcion, aparentemente, depende de dos variables, pero dichas
variablesno son independientggues los puntod, P y B estan alineados. Por semejanza de triangulos
se obtiene que/b = a/y, por lo quey = (ab)/x. En consecuencia, la longitud del segmehBviene

dada porh(x) = \/(a+x)2+ (b+(ab)/x)2 (x> 0).

Tanto si se usa la funciégcomo lah, debemos obtener un minimo absoluto y, como son raices cua-
dradas, es suficiente que calculemos el minimo absoluto de la funcién radicando (las raices respetan el
orden enR). Es decir, las funcionegy h alcanzan su minimo absoluto en el mismo punto en que lo
alcanzan las funciones:

2 2
G()\):<a—;)) +(b—ah)? (A< O0); H(x):(a+x)2+<b+axb> (x>0)

Comprueba que, de cualquier forma que lo hagas, vuelves a obtener la solucién anterior. <«

Ejercicio 8. LlamandoP, el valor del perimetro del rectangulo,xye y las longitudes de sus lados.
Tenemos quexX2+ 2y = Po. El &rea viene dada poty = x(P, — 2x) /2. Se trata, pues, de hacer maxima

., 1 ) -
la funcion f(x) = éPox— x2, donde 0< x < P,. Derivandof "(x) = éP0 — 2X, por lo que el Gnico cero

. P .
de la derivada e%, = ZO en cuyo casg, = (Po — 2%) /2 = Xo, por lo que el rectangulo es, de hecho,
un cuadrado. Es inmediato que el valor obtenido es un méaximo absoltiterd®, Py). |

Ejercicio 9.

Por razones de simetria, es suficiente determinar el

b vértice del rectangulo situado en el primer cuadran-
y te. Silas coordenadas de dicho vértice 6ow), en-
x| a tonces el area del rectangulo sera iguaky €omo

el vértice debe estar en la elipse, sus coordenadas

2 2
ey deberan satisfacer la igualdég + é =1.

2
. [, X . .
Deducimos quey =by/1— 2z Por tanto, se trata de calcular el maximo absoluto en el intef@zp

XZ
de la funcionf (x) = xby /1 - —.
a

Como se trata de una funcién positiva, para calcular el valor en que alcanza su maximo podemos
elevarla al cuadrado. En definitiva, nuestro problema es calcular el maximo absoluto de la funcion
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2 X2

h(x) = x2 (1 :2> en el intervalo0,a]. Tenemos qué’(x) = 2x <1 az> +x2_a—%x =2X— o

? )
cuyas soluciones son= 0 que corresponde a un minimoxy= 7 gue corresponde a un maximo ab-
soluto (justificacion: la funcidh(x) se anula en los extremos del intervidga) y es positiva por lo que
su maximo absoluto tiene que alcanzarse en un punto del intervalo gbjeften el cual debe anularse
su derivada. Pero el tnico punto que cumple estas condiciorgs/&.

a b
El rectangulo pedido es el que tiene de vértices— ,+—— |, y su area valeah. <
Jiep a é V2 ﬁ) d
Ejercicio 10.
P Seap el radio del circulo. El puntdA = (pcosa,psem)

es conocido. Observa quer/2 < a < 0. Hay que calcular
P = (pcosB, psem3) por la condicion de que el rectdngulo
Oy tenga méaxima éarea. La alturh, del rectdngulo viene dada
04;'3 ,,,,,,,,,,,,, u porh=p(ser3—sem),y la basep, porb = 2pcosB. Debe-

- mos calcular el maximo absoluto de?2osB(serB — sem)

o < B < /2. Pongamos, por comodidgél= x y prescinda-
mos del factor @2. Seaf (x) = cosx(serx — sem).

Entoncesf’(x) = — serx(serx— sem) + co x = —2serf x+ serm serx+ 1. Haciendd = serx tene-

sem + v/ serfa +8
4

(la otra raiz no es valida por ser negativa). Deshaciendo los cambios, hemos obtenido que

serﬁzsem+ serfa+8 de donde Barcser(sem+ ser?a+8)

mos quef’(x) = 0 equivale a quet2 —t serx — 1= 0. De aqui se obtiene qtie-

4 4

Observa quer < B < /2. Comof (a) = f(1/2) = 0, un razonamiento anélogo al del ejercicio nimero
9 justifica que el valor obtenido pafacorresponde a un maximo absoluto del area. Ahora, si quieres,
puedes calcular dicho valor méximo aungue resulta una expresion complicada en fureion de

Observa que si = 0, entonce$ = arcsefiv/2/2) = 11/4, es decir, en este caso el rectangulo es la mitad

del cuadrado inscrito en la circunferencia. <

Ejercicio 11. Sear el radio yh la altura medidos en decimetros. Como el volumen es £ dememos
1 . 2
queTr2h = 1, de dondé = —2 La superficie total de la lata €r) = 2rr2 + 2rrh = 2mr2 + - Se

. : 2
trata, por tanto, de calcular el maximo absolutof@e cuandor > 0. Derivando,f’(r) = 4mr — 2=
23 -1 : : . . 1
ZT. Deducimos que la derivada tiene un Unico cero ceal o Como paraG<r <a es

f'(r) < 0, se sigue qud es decreciente en el intervald,a]; y como paraa <r esf’(r) > 0, se
sigue quef es creciente en el intervala, +[. En consecuenci&(a) < f(r) para toda > 0. Asi, las
dimensiones de la lata con minima superficie laterarsen; — =~ 0,542dcm, yh = 1, 1dcm. <

v2mn
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Ejercicio 12.
Seana y b las longitudes de los lados de la laminaxyla
X longitud del lado del cuadrado que se cortara en cada esquina.
El volumen de la caja resultante €6x) = (a— 2x)(b— 2x)x.
a-2x Definamosy = min{a/2,b/2}. Se trata de calcular el maximo

absoluto de la funciéf en el intervald0, y]. Derivando resulta
f/(x) = 12x% — 4(a+ b)x+ ab. Los ceros de la derivada son

b-2x

a= % (a+b—\/a2+b27ab)7 B= 1 (a+b+\/a2+b27ab)

6
Fijate que, com@? 4+ b? —ab > 0, (esta desigualdad es consecuencia de una vieja amiga nuestra, a

saberuv < %(u2+v2)) las raices dd’ sonreales Observa también que, al séf0) = f(y) =0, en
virtud del teorema de Roll@| menos una de elldtene que estar en el intervald y[. Ademas,f tiene
que alcanzar en un punto §&y] un maximo absoluto y como, evidentemerntigho punto tiene que
estar en0,y][, deducimos que ese punto o bieroesesp. El criterio de la derivada segunda nos permite
salir de dudas. Tenemos qti&(x) = —4(a+b— 6x). Con ello,

f”(a) = —4(a+b—6a) = —4v/a?+b%2—ab, f"(B)=—-4(a+b—6B)=4va?>+b’—ab

Por tanto,f (o) <0y f(B) > 0. Deducimos asi que el purdcesta en el intervali®, y[ y en él la funcion
f alcanza su méximo absoluto Ehy]. Con unos sencillos célculos se obtiene

= E_)—14(—2a3 +3a?b+ 3ab? — 2b° 4 2(a® — ab+b?)%/?)

f(a)
Comentario. Este sencillo ejercicio es bastante instructivo y, a pesar de su apariencia, no es del todo
trivial. La dificultad esta en que, una vez calculadog; 3 no es facil saber cual de ellos esta en el
intervalo|0,y]. Incluso, podria sospecharse que una vecesoesttasp, o que estén los dos o que no
esté ninguno. Todo ello, dependiendo de los valorea ylele b. El teorema de Rolle nos dice que al
menos uno de los nimeras B esta erj0,y[ (pudieran estar los dos). El criterio de la derivada segunda
nos dice que el puntf es un minimo relativo dé por lo que no puede ser el punto que buscamos.
Dicho criterio también nos dice quealcanza em un maximorelativo. Si a esto le afiadimos que, en
virtud del teorema de Weierstrasabemosgjue f alcanza un maximo absoluto hy], deducimos que

esa el punto que buscamos. Corpmpinaobtenemos que esta er]0,y| cualesquiera seany b.

Alternativamente, puedes estudiar el signo de la primera derivada. Escrifig¢rpe 12(x—a)(x—p),

se sigue qué’(x) < 0 sixela, B[y f/(x) > 0 six < a o six> . Deducimos quef es creciente en el
intervalo] — «,a], decreciente en el intervala, B] y creciente erjf, +[. Luego era hay un maximo
relativo. Para justificar que esta en0,y] y que es el punto dondg alcanza su maximo absoluto en
dicho intervalo, hay que razonar como antes. <

Ejercicio 13.
Es casi igual que el ejercicio anterior con la salvedad de que ahora la funcidn que hay que minimizar es
f(r)=8r2+ 2mrh. <
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Ejercicio 14.

Sean(s,t) las coordenadas d@. La ecuacion de la recta tan-
gente a la circunferencie +y? = 1 enP esxs+yt= 1, cuyos
cortes con los ejes son los puntds= (0,1/t), B = (1/s,0).
Por tanto el area del trianguf®OBes igual a
B 11 1 1
2st 251 ¢

Para calcular su valor minimo, como se trata de una funcién

positiva, podemos elevarla al cuadrado para simplificar los cal-
culos. En definitiva, nuestro problema se reduce a calcular el

minimo de la funciénf (s) = 152) en el intervaldO, 1[.

s?(1

252 -1 - . :
— 5 Por tanto el unico cero de la derivada en el interyald|
$(1-s%)2

ess=1/v/2. Como para & s< 1/1/2 se tiene que’(s) <0, y para ¥v2 < s< 1 esf’(s) > 0,
deducimos que en el puntg'2 hay un minimo absoluto d& El puntoP = (1/v/2,1/v/2) es, por
tanto, el que proporciona el triangulo de minima &rea. <

Derivando tenemod’(s) = 2

Ejercicio 15.

Es evidente quia longitud de la escalera tiene que ser menor
o igual que la longitud de cualquier segme®B como el de

la figura. Por tanto, la longitud de la escalera mas larga que
puede pasar es igual a la longitud minima del segmAgto

””””” a En consecuencia, la solucion de este ejercicio es la misma que
b la del ejercicio nimero 7.

Ejercicio 16.

Este ejercicio es un caso particular del ejercicio nimero 10. Para hacerlo directameiitey)seh
vértice superior derecho del rectangulo. Entonces, el area es igug-aZxy/4 — x2, funcion de la
gue hay que calcular su maximo absoluto cuandoxX3< 2. Para ahorrarte un poco de trabajo, puedes
elevar al cuadrado y calcular el punto en que la fundi) = 4x%(4 —x?) alcanza su maximo. <

Ejercicio 17.

Seax el lado de la base ¥ la altura, medidos en metros. Nos dicen gk = 500, y la funcién que
hay que hacer minima ef§x) = x? + 4xh= x> + @) parax > 0. Si has llegado hasta aqui, seguro
gue sabes hacerlo. X <
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Ejercicio 18.

h/2

Ejercicio 19.

La relacion entre el radio de la esfemael radio de la base
del cilindro,r, y la altura del cilindroh, viene dada, como se
2

i h .
deduce de la figura, pa® =r2+ R El volumen del cilindro

4a2 _ h2
viene dado porr2h = nTh. El problema se reduce a

calcular el méaximo absoluto dgh) = 4a?h —h3 en el inter-

valo [0, 2a]. Tenemos qué’(h) = 4a?— 3h2. Como la funcién

f es positiva ef0, 2a] y se anula en los extremos del intervalo,
deducimos, por un razonamiento ya varias veces repetido, que
el tnico cero que tiene la derivada en el interyal@a|, es de-

cir, el punto,a = 2a/+/3, corresponde a un maximo absoluto
de f en]0,2al.

Seanr y h el radio y la altura del cilindro. Por ser los trian-
H-h
—, de
donde,h =H(1-r/R). El volumen del cilindro viene dado

r
por 11 2h = 1Hr? (1— ﬁ)' El problema se reduce a calcular

. r .
el maximo absoluto dé(r) = mHr? (1— ﬁ) en el intervalo
~ Hmr(2R-3r)

. r
gulos OAB y DCB semejantes, tenemos q?lee:

[0,R]. Tenemos qué’(r) . De donde se de-

duce enseguida que el cilindro de mayor volumen que puede
inscribirse en el cono dado es el de radie 2R/3 y altura
TR”H

. 4
h=H/3;y su volumen es igual a7
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Ejercicio 20.

Searr y h el radio y la altura del cono. Tenemos que
(h—a)?>+r2=a?
es decir,r? = a® — (h— a)2. El volumen del cilindro viene

1
dado porénrzh = grr(a2 — (h—a)?)h. El problema se reduce
a calcular el maximo absoluto de

f(h) = %n(az— (h—a)%)h= Th2(2a~h)
en el intervald0, 2aj. Tenemos qué’(h) = g(4a— 3h)h. De

donde se deduce enseguida que el cilindro de mayor volumen
que puede inscribirse en la esfera dada es el de &lturéa/3

: 8a? - 328%n
y radior = ?; y su volumen es igual a1

Ejercicio 21.

1 Seanx ey las coordenadas del vértice superior derecho de la viga. Sera
Y x2 +y? = R2. Nos dicen que la resistencia de la viga viene dada por una
| funcion de la formakxy? dondek es una constante. El problema consiste

x R en calcular el maximo absoluto déx) = kx(R? — x?) en el intervalo
[0,R]. Tenemos qué’(x) = k(R? — 3x?). De donde se deduce enseguida

. . . . 2
que la viga mas resistente se obtiene paraR/\/3, ey = \/;R.

Ejercicio 22.

La distancia del punt¢6,3) a un punto de la parabola,x?) viene dada pOK/(X— 6)2 4 (x2—3)2.

Como se trata de una funcion positiva, calcularemos el punto donde el cuadrado de la distancia alcanza
su minimo absoluto. Seé(x) = (x — 6)? 4 (x? — 3)? = 45— 12x — 5x? 4+ x*. Se trata de calcular el
minimo absoluto dé cuandoxe R. Observa que, en general, una funcién continu® e tiene por

gué alcanzar un minimo absoluto, pdres unauncion polindémica de grado par con coeficiente lider
positivg por lo que la existencia de un valor minimo absolutd @R est4 garantizada de antemano,

aungue no vamos a usar este resultado.

Tenemos quef’(x) = —12— 10x+ 4x3 = 2(x — 2)(3+ 4x+ 2x?), que tiene una Unica raiz reak= 2.
Como para < 2 se tiene qud’(x) < 0y parax > 2 esf’(x) > 0, deducimos que en el purte= 2 la
funcion f alcanza un minimo absoluto & Por tanto, el punto de la parabgla= x2 cuya distancia al
punto(6,3) es minima es el punt@, 4). <
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Ejercicio 23.
Todo lo que hay que hacer es calcular la funcién de beneficio. Sea 8Dprecio del alquiler expresado
en euros. Como es evidente que no interesa bajar la renta de 80 euros, se consider@. @ideneficio

mensual viene dado por

2
f(x) = (100— g) (80+x— 8) = 7200+ 82 — XZ

Tenemos quéd’(x) = 82— > Deducimos facilmente que paxa- 164 obtenemos al méximo beneficio.

. . . 164
Es decir, cobrando un alquiler de 244 euros, lo que supone alquilar un total deﬁQO: 59 casasy
dejar sin alquilar 41, la empresa obtiene el maximo benefici64) = 13.924 euros (asi es la economia
capitalista. .) . <

Ejercicio 24.

El area de un sector circular de amplittichedida en radianes y radio
esigual agrz, y su longitud viene dada pdir. El perimetro del jardin

. 0 . 2A L
esigual é@r +2r. Como debe seﬁr2 =A esdecirf = P la funcién
. 2A
cuyo minimo absoluto debemos obtenerfés) = e +2r, donder > 0.

2A r’—A L
Como f'(r) = 7 +2= 2r72, se deduce facilmente que ea A
f alcanza un minimo absoluto. El valor minimo del perimetro es igual a

4v/A.

Ejercicio 25.
Supongamos que partimos el alambre en dos trozos de longitud — x. Con el trozo de longitud
x formamos un cuadrado cuya area sefd16, con el otro trozo formamos un circulo cuyo radio,

, , L—x)2 .
vendra dado pori& = L —Xx, y su area serfr 2 = % El problema consiste en calcular los puntos
L x2  (L—x)? . - .
donde la funciérf (x) = 16 yoe alcanza su maximo y su minimo absolutos en el interjalg.
—4L + (441X . . . .
Tenemos qud’(x) = % Deducimos, estudiando el signo de la derivada, que en el punto

4L " . . . .
X = R hay un minimo absoluto. Como la derivada tiene un Unico cerf®gn, deducimos que
el maximo absoluto dé¢ en [0,L] tiene que alcanzarse en uno de los extremos y, cbtho = O,
2

. L. L
concluimos que el valor maximo dese alcanza para= 0y valef(0) = e <
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Ejercicio 26.
_/B=(s1) Podemos situar los puntdsy B de forma queA = (0,r)
A=(0r) /// y B=(s,t) conr,s,t positivos. La longitud del camino
N et APBviene dada poif (X) = V/x2+r12 +4/(s—x)2 +12,
s - ek 0) Debemos calcular el minimo absoluto fi) en el inter-
///j,// - valo [0, 5. Tenemos que
c=(0:1) X—$S X
f'(x) = +
\/t2+ (s—x)2 V242

. - rs
Resolviendof ’(x) =0 obtenemos la soluciém= P

. . ., Is L . . rs
Si haces los célculos encontraras etﬁzleE es también unposiblesolucion, perof’ (rt) #£0.

Es inmediato que esté en el interval®, 5. Por tanto, los valores candidatos para ser minimo absoluto
de f en[0,s] son f(0), f(s) y f(a). Comof’(0) <0y f’ es continua, se sigue qdé(x) < 0 en un
intervalo abierto que contiene a 0. En dicho intervalo abierto la funtiéa decreciente, por lo que

f(0) no puede ser el valor minimo deen [0,5]. Andlogamente, comé’(s) > 0y f’ es continua, se

sigue quef’(x) > 0 en un intervalo abierto que contiens, @or lo quef (s) tampoco puede ser el valor
minimo def en[0,s]. Por exclusion, concluimos quéa) = /s + (r +1)2 es el valor minimo dé en

(0.

Comentarios. No es del todo inmediato comparar directamente los valb@s f(s) y f(a) para ver

cudl de ellos es el menor. Para salvar esta dificultad lo mas comodo es razonar como lo hemos hecho.

Alternativamente, puedes calcular la derivada segunda
t2 r2
32 3/2
(t2+ (s—x)?) (r2+x2)
Comof”(x) > 0, se sigue qué’ es estrictamente creciente. Luegasi o esf’(x) <0,y sia < xes
f’(x) > 0; de donde se deduce géi¢iene un minimo absoluto en

f7(x) =

En la figura sugiero una elegante y sencilla solucién geométrica del problema. Ellpestel que
proporciona el camino mas cor&D + DB. Cualquier otro camin@P+ PB es mas largo porque un
lado de un triangul€B = CD + DB = AD + DB es siempre mas pequefio que la suma de los otros dos
CP-+PB=AP+PB.

Es interesante advertir qiathematicaal calcular las soluciones de la ecuacid(x) = 0, proporcio-
na, ademas de la solucién verdadera, una fadhecion Esto puede ocurrir al usar el comando1ve"
cuando en la ecuacioén hay radicales. <

Ejercicio 27. Seax la longitud de la base de la ventanahysu altura. El perimetro es igual a una

cantidad dadaj; es decir, 8+ h+ Tt)—z( = A. La luminosidad viene dada por
x2 X, X2 1 )
f(x)= 2xh+n§ = x(A—x—né) tTg = AXx— é(8+3Tr)x
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1 4A 1
L i f/'(X)=A—= I f7'(x)=—-= lui
a derivadaf’(x) 4(8+ 3mx se anula e% y, comof”(x) 4(8+ 3m < 0, concluimos
gue f alcanza un maximo absoluto en el pu%. Las dimensiones de la ventana con mayor
4N 4A+4AT

luminosi n por tanto= = .
uminosidad son por tanto 813 16560

<«

Ejercicio 28.

Para hacer la tienda necesitamos cortar un sector circular de lona como se indica en la fighra. Sea
la medida en radianes del angulo central del sectotaymedida del radio. La cantidad de lona que
necesitamos es igual al area del sector y viene dad%p%(si el volumen se expresa erfntas demas
medidas se expresaran en metros). ISelaadio de la base de la tienddysu altura. Nos dicen que el
volumen de la tienda debe ser igual a una cantidad pref§adzs deciry = %Tﬂ’zh. Nuestro problema

L . . 1 .
es calcular el minimo absoluto é}xz sabiendo que la cantidatd= gnrzh es conocida. Veamos que
esta condicién nos permite expregan funcion ded.

Observa que la longitud de la base de la tiendm, @ebe ser igual a la longitu@,x, del arco circular
I X . . :
que abarca el sectod:x = 217, de dondet = —. Ademas, es evidente qué = h?+r?, y deducimos

21
que
242 2 2_q2
|’]2=X2—I’2:X2—137X:)(2 1_i :>h:@
412 412 21
Por tanto

1_, 1 922xV/4m?—92  x392\/4an® 92
3 3 4m? 2n 24r?
2(3m2Vv) Y3

92/3(4m% —92)1/6°
9,  (9rv3)/3

Despejandc, obtenemos que = La funcién de la que tenemos que calcular su

minimo absoluto es

f(ﬁ):ix :W (0< ¥ < 2m
2 g2
Tenemos que’(9) = (9n4V2)1/338—4T[43, que tiene un Unico cero positivih = n que
3(4m?9 —93)Y V3

corresponde, como se justifica facilmente estudiando el signo de la derivada, a un minimo absoluto
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: . | 3% 2 E/3 24
de f. El correspondiente valor del radio del sectoxes ¥ o y el area, T[4 .

Para un volumel = 5, la cantidad de lona necesariazsl2,25n?; el radio del sectox = 2,6m,
la altura de la tienda = 2,12m y el radio de la tienda= 1,5m. <

Ejercicio 29. )
Sear el radio de la base # la altura del cilindro. Nos dicen que el volumen del sitw?h + §T|I3,
es un valor conocidd/, que podemos suponer expresado €n ®i el coste de construccion de m

de superficie del cilindro es euros, la funcién de coste viene dada p¢2rrh) + 2a(2rr?). De la

. o 2_3 . 2r
condicionV = 1r<h+ érlr , Se sigue quéh = 3
coste, resulta que la funcion que debemos minimizar es

f(r):gmzowry (r>0)

\Y . L.
+ 7 Sustituyendo este valor en la funcion de

3_
Tenemosf'(r) = w gue se anula pama= %,3/ % en donde, como se comprueba facil-

mente estudiando el signo d&(r), la funciénf alcanza un minimo absoluto. La altura correspondiente

esh= ¢ % Para un volumeN = 100n?, tenemos =~ 2,3myh~4,6m. <

Ejercicio 30.

Seaa la medida en radianes de los ahgutSAB= Z ABC.

El triangulo AONC es rectangulo yZ/CON = ZABC por

ser angulos con lados perpendiculares. Obtenemos asi que
coda) = OLC esto esOC = ﬁ. Considerando el trian-

, OM r
gulo rectanguloAOMB, obtenemos t@/2) = B~ VB’
de dondeMB =r cotg(a/2). El area del triangulo viene dada
porMB(OC+r) v, sustituyendo los valores anteriores, resulta

la funcion

f(a) =r?cotgla/2)

1+ cosu
~cosa (0O<a<T/2)
cosu

Como

1—2cosn) cog(a/2)

oy 2l
Flo)=r co2(a)serf(a/2)

A

deducimos que la derivadé;(a), tiene un Unico cero que se obtiene cuande2icosu = 0, lo que

implica quea = 11/3. Se comprueba facilmente, estudiando el signo de la derivada, que dicho valor
corresponde a un minimo absoluto del &rea del tridngulo. Por tanto, de todos los tridngulos isésceles que
se pueden circunscribir a una circunferencia de rad@ de area minima es el equilatero; su altura es
igual aOC+r = @JFYZZTJFT = 3r y su area valerd/3. |
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Ejercicio 31.
C Para hacer este ejercicio debes tener en cuenta que
en los puntos donde la cuerda se separa de la colum-
(] . . L .
o A P na lo hace en la direccion de la tangente a la circun-
ferencia. En la figura se han representado los radios
B

OCy OBque unen el centro de la circunferencia con
los puntos de tangencia. Lo que nos piden es calcu-

lar la longitud maxima del segmen@P conociendo la longitud de la cuerda y el radio de la columna.
Tenemos qu@P = OA+ AP, como el triangul@\OCAes rectangulo, se verifica @A = s’ donde

9 es la medida en radianes del angdldAC. La longitud del arco de circunferencia destibastaB en

. . . . : . o OC R
sentido contrario a las agujas del reloj, es igu&(a+ 29); ademas se verifica quedg= — = —

, ) AC AC
Deducimos asi que

AP—L-_2AC—CB=L - 2R%®® _ Rirrs 29)
send
Por tanto R ©
co
f =——+L-2R—— —R 2 <T1/2
(9) serg T serd (14 29) 0<d<1

es la funcion que nos da la longitud del segmeédR Calculando su derivada y simplificando resulta

f'(9) = RW, gue se anula solamente cuando 2resl = 0, es decir = 11/3. Se

serfd
comprueba facilmente, por ejemplo estudiando el signd’d®), que dicho valor corresponde a un
maximo absoluto dé en]0, /2. La longitud maxima del segmen®P es igual af (11/3) = L — S%R

Comentario. Es claro que la longitud de la cuerda debe ser suficiente para rodear la columna, es decir,
L > 2mR. Pero observa que ki= 2R no podemos separarnos de la columna. Para que el ejearigia
sentidoes necesario que podamos alejarnos mas o menos de la columna, dependiendo de la posicién del
nudo corredizo, y para eso es preciso bue 21R.

Fijate también en qugiriéf(f)) = —oo, por lo quef(d) toma valores negativos cuandces suficien-

9>0
temente pequefio. Esto nos dice que la fundih) no siempre representa la longitud del segmen-

—— — . R —_
to OP. De hecho, como seén= OA y, OA< L — TR, se sigue que seén> R lo que implica

. Estas consideraciones no afectan a la solucién obtenida

qued > 9, donded, = arcse R
porque hemos calculado el maximo absolutofden todo el intervalo]0, /2], salvo por un detalle:
debemos asegurarnos de que es posible separar el nudo de la columna hastam(& Para eso
es suficiente que la longitud de la cuerda sea mayor o igualR(1t+ 211/3) + 2R/+/3 (la longitud

del arcoCBmas dos veces la longitud del segmeA® correspondientes & = 1/3). Observa que

R(1+21/3) +2R//3 = 2V/3R+5MR >

21R.
3 <
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Ejercicio 32.
En todos estos ejercicios se trata de hallar el maximo o minimo absolutos de una funcién coatinua
un intervalo cerrad¢n, b]. Para ello puede seguirse el siguiente procedimiento:

Paso 1 Hallar todos los puntosde [a, b] que o bien son puntos singularesfdees decir, son ceros de

f’, 0 son puntos en los gueno es derivable.

Paso 2 Calcular el valor dd en cada uno de los puntos obtenidos en el Paso 1 y tambgég enb.

Paso 3 Comparar los valores obtenidos en el Paso 2. El mayor de todos ello sera el maximo absoluto
de f en[a,b] y el menor sera el minimo absoluto fena,b.

Naturalmente, este procedimiento es Util cuando se aplica a funciones derivables en todo el intervalo
salvo quizas en unos pocos puntos excepcionales. También es necesario que puedan calcularse los ceros
de la derivada.

L 1 . .
3.Lafuncionf(x) = > (serfx -+ cosx) +2serx— x, tiene como derivada

1 1
f/(X) = cosx serx — éser1><+ 2cox—1= é(—1+2c05><)(2+ser1><)

Por tanto, el Gnico cero de la derivada en el internj8jar/2] esx = 11/3. Como para & x < T;/3 es
f/(x) >0y param/3 < x < /2 esf’(x) < 0, se sigue que el valor maximo absoluto de la funcion

f en[0,1/2] se alcanza un en=11/3 y vale f(1/3) = g+ V33— g El valor minimo absoluto debe

: 1 5 m .
alcanzarse en alguno de los extremos del intervalo. Ci@p= 5 f(m/2) = 5~ v Se sigue que el

valor minimo absoluto dé en[0,11/2] se alcanza er= 0.

4.La funcionf(x) = \%7(5— 2x), tiene como derivada
£/(x) = §X2/371(5_ 2x) — 2x2/3 = x?/3 <103X4X _ 2) - W% X% 0

Claramentef no es derivable er = 0. El Unico cero de la derivada &s= 1, puesto qud’(x) < 0,
para—1<x<0, f/(x) >0paraO< x< 1y f'(x) <0 para 1< x < 3, se sigue qué es estrictamente
decreciente efi-1,0], estrictamente creciente € 1] y estrictamente decreciente fin3]. Por tanto
x =0 es un minimo relativo x = 1 es un maximo relativo. Comt(—1) =7, f(0) =0, f(1) =3y
f(3) = —v/9, se sigue que, en el intervglel, 3], el minimo absoluto dé se alcanza en el punio= 3
y el maximo absoluto se alcanzaxes —1. <

Ejercicio 33.
n

Se trata de calcular el minimo absoluto de la funci¢r) = z (x— ay)2 cuandox € R. Cuando una

K=1
funcién no esta definida en un intervalo cerrado hay que estudiar el signo de la derivada si queremos
calcular maximos o minimos absolutisya existencia habra que justificaienemos

=2 (x—a) = 2nx—25
(%) k;(x a) = 2nx k;ak

que se anula solamente ®e= (3;_; a)/n. Comof”(x) = 2n > 0, se sigue qué’(x) es creciente y,
por tanto,f’(x) < 0six< xy f’(x) >0 six> X. Luegof(X) < f(x) para todaxe R. Es decir, el valor
minimo buscado se obtiene cuandge sustituye por la media aritméticagdeas, a, . . ., an. <
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Ejercicio 34.
Como se trata de una funcion continua, definida en un intervalo, su imagen tiene que ser un intervalo.

Escribamosf (x) = exp<|.i(‘3>. Tenemos qué’(x) = 1—I;)gx

f(x). Es evidente qué(x) > 0 para
todox > 0. La derivada se anula solamente pafae, y f'(x) > 0 para 0< x < e, f/(x) < 0 parax > e.
Deducimos que er = e la funcién alcanza un maximo absoluto. Es claro fjlue alcanza ningun

L o L . IO%
minimo absoluto aunque toma valores arbitrariamente proximos a 0, pues mg g1 = —o, se
x>0
sigue que’lhg) f(x) = 0. Concluimos que la imagen dees el intervaldo, e/ €. <
X—
x>0

Ejercicio 35.
o Ellimite [im(serx-+ cosx) Y/
X—
trata, por tanto, de una indeterminacion del tifo Estos limites suelen poderse calcular haciendo uso
del criterio de equivalencia logaritmica que, en las condiciones anteriore$ pa;anos dice que
)I(in;f(x)gw =¢ = limg()(f(x)-1)=L
i 9x) — i 1) = —
lim £(x) 0 = limg(x)(f(x)-1) =~

i 909 — i 1) =
)I(er;f(x) =+ <= )I(mg(x)(f(x) 1) =+

i 9(x) —1vli —
esdela formfil_t)rg1 f(x) cuandoxi_rg f(x)=1 y)I(m\g(x)\f +o. Se

.1 ., Ssemx+cosx—1 ., serx , cosx—1
En nuestro casojrh = (serx+ cosx— 1)=Iim =lim +lim =1.
x—0 X x—0 X x—0 X x—0 X
Donde hemos usado que
sernx senx—sen0
Iim—— =lim—————— =cos0=1
x—0 X xﬂo x—0
., cosx—1 ., COSX— cosO
IIm—x0=lim ——— n0=0
X x—0 x—0

sin mas que recordar la definicién de derivada de una funcién en un punto. Concluimos asi que

.1
lim=(semx+cosx—1) =e

x—0

serx 1

e Ellimite I’|m(1+tgx)l/>< es del mismo tipo anterior. Ahora, el I|m|tm1 gz =lim
x=0 1 x—0 X xao X XCOSX
existe, puesim —— = Iim —_— 1% _ ¢ _ 0.
Puesi o~ Y M S cosx — - Luego Im(1+1gx) ooy lim(1+19x) 0
x>0 x<0 x>0 x<0

1/x
P X . . .
e Ellimite I|n(1) <co§x+ 2> es del mismo tipo que los anteriores. Tenemos ahora que
X—

im cosszrxz/Z—l_l,I —serfx+x?/2 fim <sen><)2 1 1
x—0 X2 X0 X2 x—»O X 2 2
2
Luego, im cosszrX—2 - _ 1
g ’X~>O 2 o \/é
. rserxy Y(1-co) . : .
e Ellimite lim (T) es del mismo tipo que los anteriores. Tenemos ahora que
X—
. [Serx 1 . Serx—x
lim (=~ -1) = lim
x-0\ X 1-cosx x—0X(1—cosx)

Este dltimo limite no tiene dificultad y puedes hacerlo por L'Hépital. Como yo no tengo ganas de
derivar, voy a aprovechar este limite para presentarte otros dos que debes recordar porque aparecen con
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frecuencia:

Iimsenx—x_ 1 Iiml—cosx_l
=0 x3 6 =0 X2 2

ambos resultados son casos particulares del teorema de Taylor-Young o bien, puedes obtenerlos facil-

mente por L‘Hopital. Si conoces estos limites, el anterior es inmediato, pues basta escribir:

serx—x serk—x X2

x(l—cosx) T X 1-cox
sernx—x -1 serxy 1/(1-cos) 1
araobtenerquérh——— = ——2=_"_|ue oim =—.
P Rl 0x(l—cosx) 6 3 Heg ( ) Je
.. ef—Ccosy2X—X . L .0 a
e Ellimite lim tg;xf es una indeterminacion del '[Ipé)y puede hacerse por L‘Hépital. El
X—

problema esté en que vamos a tener que derivar por lo menos dos veces y las derivadas de la tangente se
van complicando. Para evitarlo podemos sustiturggr X pues
. tgx . tgx—tgO
ITm gi = 1im u
x—0 X x—0 X—0
sin mas que recordar la definicién de derivada de una funcién en un punto. Escribiendo

e —cosv2x—x X3 & —cosy2x—x

=1

tg3x - tgex x3
3 3
X X . e—c0sV/2x—X
y teniendo en cuenta queﬂ 3o = lim ) =1, basta calculaiitn —sf lo que puedes
otg3x x—0\ tgx x—0 X

hacer por L'Hépital muy facilmente (aunque es un caso particular del teorema de Taylor-Young).

.. . log(serx)
por L‘Hépital.

es también una indeterminacién del t|8(y, en principio, puede hacerse

Las reglas de L'Hdpital son muy Utiles, es verdad, pero yo pienso que se abusa de ellas. Las aplicamos

sin pensar dos veces lo que hacemos, nos dejamos llevar por la comodidad que proporcionan (aunque no
siempre) y acabamos calculando limites de forma mecéanica sin saber muy bien qué es lo que hacemos.
Por eso, voy a hacer este limitava manera Lo primero que voy a hacer es convertir el limite para

X — Ti/2 en un limite para — 0. Para ello basta sustituitpor 11/2 — x como sigue

log(serx) . log(ser(m/2—x)) i log(cosx)
o2 (202 e (M- 22— X))2 %0 4x2

o . . . log(cosx) log(cosx) cosx—1
Asi esta mejor. Ahora, la presenciaxdey de cok me sugiere escribi =
) P g NG cosx—1 x2

En este producto conozco el limite para> 0 del segundo factor. Estudiemos el primero. La funcion
log(cosx logt - . .,
9(71) es de la format—g1 donde se ha sustituidopor cox. Esto lleva a considerar la funcién

o(t) = tlog Observaquaﬂnq)() Iog:iillogl

el puntot = 1! Por tanto,deflmmosb( ) =1y de esta formap es continua ebh= 1. Como la funcién
cosx es continua en todoc R, en particular, para= 0, y ¢ es continua en cos8 1, deducimos que la

I
funcién compuesté(cosx) es continua ex = 0, es decir, |m¢(cosx) = Im(w)% o(1)=1

Puede que esto te parezca mas complicado que aplicar la regla de L'Hdpital sin pensarlo dos veces y es

=1 jes la definicion de derivada del logaritmo en

verdad: es mas complicado. Pero de esta forma yo entiendo mejor lo que hago. El limite que me piden lo

cosx—1 .
jogt y I| im ?:2 . Para ello he tenido que hacer algunos

he reducido a otros dos bien conocidms
t—

ajustes pero eso lo he ido aprendiendo, como todo en matematicas, con la practica.
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Los restantes limites de este ejercicio te los dejo para que los hagas tu. Creo que es buena ocasion para
darte algunos consejos para calcular limites.

Consejos para calcular limites

Cuando en un ejercicio te piden calcular un limite, es casi seguro que se tratd'mheletgminacion”.

Te recuerdo que aquellos limites de sumas, productos, cocientes o potencias de funciones en los que el
resultado no esta predeterminado por el comportamiento particular de cada una de las funciones se
llaman*“limites indeterminados’’La palabrdindeterminado” quiere decir simplemente que se trata de
limites cuyo calculo no puedes hacerlo aplicando las reglas basicadgdddra de limites”y tienes que

usar alguna técnica apropiada para calcularlos. Los linmtesesanteson casi siempre de este tipo.

Voy a contarte las estrategias que suelo usar para calcular limites. Esencialmente, puedo resumirlas en
dos:

e Trato de reducir el limite a otros bien conocidos.
e Siempre que puedo sustituyo funciones por otras mas sencillas.

Vayamos con la primera. Si te preguntas qué entiendo por litnigesconocidosla respuesta es bien
facil: los que siguen a continuacion.

. serx . arcsermnx ., 1—-cosx 1 . arct . tgx
IIm—— =1 |im =1 Ilmizz— Iim gx:1 Ilmg—:l
x—0 X x—0 X x—0 X 2 x—0 X x—0 X
-1 x—semx 1 1+x)% -1 log(1+x logx
Iimex 1 fmXZ=3E™®_ 2 IimL:a IimM:l lim 9% _ 1
x—0 X x—0 X3 6 x—0 X x—0 X x—1X—1
tgx—x 1 log(1+x)—x -1

Iim — ITm =
x—-0 X3 3  x=0 X2 2

Observa que todos ellos, con la excepcion de cuatrodeomadasen el puntax = 0 de las respectivas
funciones. Por ello no son dificiles de recordar. Ahora bien, estos limites suelen aparecer algo disfraza-

dos. Realmente, mas que como limites concretos, debes considerarlomodelos Por ejemplo, el
. ... log(cosx
limite lim L

x—0 COSX—1

logx . . L
al modelo qu—x gl en el que la variablg se ha sustituido por la funcién cog el punto 1 por el punto
X— —

, que hemos estudiado un poco mas arriba, no esta en la lista anterior, pero responde

0. Ahora te toca a ti. Elige uno cualquiera de los limites anteriores, por ejem&(m( = % Elige
ahora cualquier funciéoontinua gque se anule en algun puntppor ejemplog(x) = e*—1 (c=0) o
g(x) =logx (c=1), 0g(x) = ¢/x—1 (c=1),... En todos los casos se verifica que

i 909) —g(x) _ 1

¢  g(x)? 3
. tgef-1)—e+1 1 , tg(logx)—logx 1 _
Tenemos asi quéh ——————— = -, lim—————-—— = _ etc. ¢ Entiendes lo que pasa? Esto
A T (& =13 3 (logx)? 3 ©lC =N qauep
puede hacerse con cualquiera de los limites. La justificacion de estos resultados es totalmente analoga
log(cosx)

a la que hicimos para el caso del Iimixiﬂlm y, esencialmente, es consecuencia de que la
composicion de funciones continuas es continua. Como consecuencia, los limites de la lista anterior son
muchos masle los que aparecen en ella. Si te acostumbras a reconocerlos cuando vengan disfrazados
podras ahorrarte mucho trabajo innecesario.
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Vamos a la segunda estrategia. Sustituir funciones por otras mas sencillas. Esto se basa en la idea si-
guiente. Supon gue estés calculando un limite de la f())(hrga(b()g(x) y tl conoces otra funcioh(x)

tal quexlrr;fgg = 1; entonces puedes sustituir en el I|mX|mee11f(x)g(x) la funcioén f(x) por h(x) sin
que ello afecte para nada al valor del limite.

h . . o .
Cuandoxirr;f(())g =1, se dice que las funcionés/ h sonasintéticamente equivalentes en el puntay

se escribd (X) ~ g(x) (x— a). Para calcular un limite de uproductoo de uncocientepuedes sustituir
cualquiera de los factores por otro asintéticamente equivalente g0gh! En una suma no puedes,
en general, hacer eso. La lista de los limibé=n conocidoses, de hecho, una lista de equivalencias
asintoticas y eso la hace mas util todavia.

Si te preguntas qué pasa con las reglas de L'Hopital, te diré que yo también las uso. No tengo nada en
contra de ellas, tan s6lo me parece que su uso casi exclusivo y de forma mecénica es empobrecedor. Por
el contrario, pienso que cada limite debe intentarse de la forma més adecuada a su caso. Para eso tienes
gue fijarte en cdmo es la funcion, relacionarla con otras parecidas, tratar de relacionar el limite que te
piden con otros bien conocidas,

Las estrategias anteriores son las mas basicas, pero tengo otras un poco mas elaboradas. Esencialmente
consisten en aplicar el teorema de Taylor-Young (o, si lo prefieres, el teorema de Taylor con resto
infinitesimal, que de las dos formas se llama) para tratar de reducir ciertos limites al limite de un cociente

de dos polinomios. Ahora después te pondré algunos ejemplos de esta forma de proceder. Pero, para que
puedas usar con comodidad este método, tienes que saberte de memoria, 0 ser capaz de deducirlos en
poco tiempo, los polinomios de Taylor de las funciones elementales. Ademas, esta forma de proceder
se adapta mas a unos casos que a otros y tan sdélo con la practica se aprende cuando conviene usarla. Te
recuerdo, para tu comodidad, el fundamento teérico.

Teorema de Taylor-Young (o teorema de Taylor con resto infinitesimal)

(%)= Ta(f,a)(x) ) -Ta(f,a)(x)  fHi(a)
)I(Lrg (x—a)" =0y )I(m (X_a)n+l = (n+1)!

Donde, como recordaras, notamos fg(f,a)(x) el polinomio de Taylor de ordemde f en el puntca.

Bueno, sorpresa, todos los limites de la listdingtes bien conocidoson, sin excepcidn, casos parti-
culares del resultado anterior.

Te recuerdo también una notacion extraordinariamente til, me refiero a la notacion de Larfdau. Si

fx)

y g(x) son funciones tales qgﬂ@ =0, se escribd (x) = 0(g(x)) cuandax — ay se leef (x) es un
infinitésimo de orden superior quéq en el punto a La idea es qué(x) tiene a cero mas rapidamente
queg(x) cuandox — a. Con esta notacion, el teorema de Taylor-Young puede expresarse simplemente
por f(x) — Tn(f,x,a) = o(x—a)" cuandax — a. Lo que suele escribirsé(x) = T,(f,x,a) + o(x—a)".

Si no hay lugar a confusion, omitimos la precisimuando x— a”. Lo interesante de esta notacion

es que si, por ejempla)(x) = o(x—a)P y W(x) = o(x—a)9, entoncesh(x)W(x) = o(x — a)P*9y, si

p > q, $())?) =o(x—a)P %y (¢(X) + Y(x)) = o(x— a)4. Ademas, sH(x) esuna funcion acotada

en un intervalo abierto que contenga al puaty sabemos qué(x) = o(x— a)P entonces también
H(X)¢(x) = o(x—a)P. Veamos los ejemplos prometidos.
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. . ... (tgx)(arctgx) —x2
o Si tratas de calcular por L'Hépital el Ilmlteng (tgx)( Xegx) X
X—

necesitaras derivar por lo menos cinco veces y en el numerador hay un producto cuyas derivadas se van

tendras que ser paciente porque

haciendo cada vez mas complicadas. Ahora, si calculas los polinomios de Taylor de ordenxy de tg
arctgx ena = 0, obtendras que

tgx = X+ %x3 250 o(x®), arctgx=x— Leg %XF’ +0(x®)

15 3
observa que como se trata de funciones impares sus derivadas de order g2 san nulas, por eso
los polinomios anteriores son, de hecho, los polinomios de Taylor de orden 6 y eso explica que aparezca

. . 2
el términoo(x8). Deducimos que tgarctgx = x2 + §x6 +o(x")y

2 6 7
lim (tgx)(arctgx) — x :Iim2/9X +o(x") 2

x—0 x6 x—0 x6 9

Observa que aunquexg- X y arctgx ~ x parax — 0, se tiene que tgarctgx — x2 ~ gxﬁ parax — 0.
Fijate que al calcular el producto

tgxarctgx = (X+ Lo 2y, 0(x8))(x— Leiley o(x8))

3 15 3 5

tan solo nos interesan las potenciaxtiasta la de orden 6 inclusive, las demas potencias y los términos
de la formaxo(x8), x?0(x?), o(x®)o(x®), etc. son todos ellos funciones de la forof@’) y su suma
también es una funcion de la fornwéx’) por lo que no es preciso calcularlos para hacer el limite.
Observa que, al proceder de esta manera, tienes que calcular las 5 primeras derixadd@sdmlas
funciones tgx) y arctgx) pero te ahorras el trabajo de derivar su producto. Si aun tienes dudas, calcula
el limite por L'H6pital y compara.

(cosx— 1)(log(1+Xx) —X) — 1

e Otro ejemplo. Se trata de calculémg)l . Tenemos que
X—

X5

cosx=1— %xz +0(), log(14x)=x— %xz +0(x®)

luego(cosx—1)(log(1+x)—1) = %x4+ o(x®), de donde se sigue que

(cosx—1)(log(1+X) —X) — %x“

Iim =0
x—0 x5

<

Ejercicio 36. Los consejos que te he dado para calcular limites se aplican a limites ordinarios en un
puntoac R. Ahora bien, los limites en-o y en—c pueden convertirse en limites por la derecha o por
la izquierda en 0 sin mas que cambigror 1/x.

Quiero recordarte algunos limites frecuentes en este contexto. Se trata de resultados que debes usar sin
necesidad de justificarlos cada vez que los uses. Son los siguientes.

Para todo € R y para todcs > 0 se verifica que

(logx)' X

1 —_— 1 _— 1 S r —

Xﬂm+w v 0, Xﬂm+w " 0, )I(|m0x [logx]"=0
x>0

o R |
Te recuerdo también quin f (x) =0si, y sélo S'XL”;W = oo
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X2

senl/x

El limite lim 71/
x—+e  logXx

L'Hépital. Prueba a ver qué pasa. En este caso el marqués de L'HOpital no resuelve el limite. Pero es

X serx X
facil 1 = 1/x) = I — =1 =
acil ver que lm xser( /x) logx = -+, porque, Im xser{ /X) = im= y)H+oo iogx = +oo,

[o0)
es, de hecho, una indeterminacion del t@w puedes intentar hacerlo por

><>O
El limite XLiTm (se 1+x— sen\/f() no entra dentro de ninguna de las indeterminaciones usuales. De
hecho, el Iimitei(jrpmsen\/i no existe (¢ sabes probarlo?). Esta claro que el limite que nos piden calcular
requiere un tratamiento particular. Después de pensarlo un rato, a la vista de como es la funcion, se me
ocurre usar el teorema del valor medio. Dicho teorema, aplicado a la funciQﬁ(m el intervalo

[X,x+ 1], me dice que hay algin punie|x,x + 1] tal que serR/x+1—sen/x = 7 y tomando
valores absolutos deducimos
cosz 1
sem/x+1—senyx
| senv/x+ nvx| = Aﬁ 2%
de donde se deduce qyéalll (senv1+x—seny/x) =
2
El limite Xllrpm cosm es una indeterminaciorily aplicaremos el criterio de equivalencia lo-
garitmica. Para ello, calculamos
cos B -1 cos ™ ) _ o \*
A T : 1+ 2x ] 1+ 2x 1+ 2x —T?
XllTx cos 2 -1 :Iln?) 5 :|II‘T(1) 5 > =
- X+ x>0 X x>0 L X
1+2x
X2 2
s
Luego im (cos) —e /2 <
X—-+0 X+2
Ejercicio 37.
oo ; TT 1/logx . . » . TT 1/logx
El limite X|II11 (E — arctgx) es una indeterminacion del tip8.G5eaf (x) = <§ — arctgx) .

log (g — arctgx)

Tomando logaritmos tenemos que Idg) = . Teniendo en cuenta que paca 0 es

logx
T 1 .
5 arctgx = arctg;, se sigue que
log <arctgl)
] . X . _log(arct
lim logf(x) = lim —~ X/ __jjml09arctd)
X——+00 X— 400 | 1 t—0 |Ogt
— Og; t>0
Este ultimo limite puede calcularse por L'Hopital
t
lim log f(x) = —lIM ————= -1
x ot 09 9 10 (1+t?)arctgt
Deducimos que i f(x) = 1
q X— 400 e.
Los demas limites de este ejercicio ya debes de saberlos hacer. <

Ejercicio 38.
!
Las reglas de L'Hépital dicen que, bajo ciertas hipotesis, la existencia del Ixmmg ;, ))g implica la
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. . o F(x . — s L
existencia d(?(lh;géxg en cuyo caso ambos limites coinciden. Una hipétesis de las reglas de L'Hopital
es que la derivada del denominador no se anule en un intervalo que tenga ahgpantextremo y

fx)

. . L X — Serx
que el limite Im ——= sea una indeterminacién. Esto no ocurre en el caso del cocierte— para
x—a g(X) X+ serx
. . .7 oo . . .
X — 400 pues, aunque puede verse como una indeterminacion deHije derivada del denominador
(o)
es 1+ cosx que se anula en todos los puntos de la formekit, k= 1,2, ... por lo queno tiene sentido

. - . . . — COSX . . C e
considerar el limite del cociente de las derlvadaxi,\ 14—%' pues dicho cociente no esta definido
X— 00

en ningun intervalo de la forma, +|. Es claro, sin embargo, que
1 sex
. X—Sserx T x
X=X+ SEMK x|

2
..o Xeser(1l/x . 0 .

En el caso del ImneWg)#, gue puede verse como una indeterminacion del—gpa forma-
X—

S
2xser(1/x) —coq1/x)
eop———
: : . cosx . . : .
en O (el denominador tiene limite 1, pero el numerador no tiene limite), luego no es posible aplicar

L'Hoépital para calcular este limite el cual, por otra parte, es evidentemente igual a 0, pues

2
. Xxcsenl/x
lim n1/x)
x—0  Sernx

mos el cociente de las derivadas obtenemos la fun la cual no tiene limite

X
=lim xsen(l/x) =0
x—0 Serx "1/%)

Ejercicio 39.
a) Envirtud del teorema de Taylor-Young, la funcién polinéngi¢e) no puede ser otra que el polinomio
de Taylor de orden 5 dé(x) = 1+ xenx=0.

b) En virtud del teorema de Taylor-Young, la funcién polindmii¢g) no puede ser otra que el polinomio
de Taylor de orden 2 d&(x) = log(arctgx+ 1)) enx=0. <

Ejercicio 40.

Se trata de un polinomio de grado par con coeficiente lider positivo, por tanto, alcanza un minimo
absoluto erR, si éste es igual &, se tiene qud (R) = [m,+oo[. El punto (o los puntos) en donde
alcanza su minimo absoluto debe ser un cero de la derivada. Como

f/(x) = 6x° — 6x = 6x(x* — 1) = 6x(x2 — 1) (Xx? + 1) = 6x(x — 1) (x+ 1) (x> + 1)

se anulaen-1,0vy 1, se sigue que el minimo absolutbdibe alcanzarse en alguno de estos puntos y,
como f(1) = f(—1) =0 < f(0), deducimos qué (—1) = f(1) = 0 es el minimo absoluto deenR.
Luego f(R) = [0, +[. Hemos determinado asi la imagen fdg también hemos encontrado que -1y
1 son ceros dé (cosa facil sin mas que ver como £s Observa que -1 y 1 son ceros de orden Z de
(porque son ceros simples €l8. Es claro que no puede tener mas ceros, porqué(si,) = 0 entonces
enX, la funcién f alcanza un minimo absoluto y, por tanfd,debe anularse exy. En conclusion f
tiene 4 ceros reales (2 ceros reales dobles). <

Ejercicio 41.

Seaf(x) = 3logx— x. Observa queirha f(x) = x”T f(x) = —o y f(e) =3 —e> 0. Deducimos, por el
X— — 400
x>0
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teorema de Bolzano, queiene por lo menos un cero en cadaintervale[y | e, +o[. Como la derivada
f'(x) = 2 —1 tiene un Unico cero ex= 3, concluimos, por el teorema de Rolle, queo puede tener
mas de dos ceros distintos. En conclusion, la ecuacionx3tog= 0 tiene una solucién en el intervalo
]0,€[ y otra en| e, +oo|. Si quieres, puedes precisar mas. Caiti) < 0y f(e?) =6—e? < 0, se sigue
que los dos ceros deestan en el intervald, e?]. <

Ejercicio 42.

Si f es un polinomio de gradoy c es un cero de ordekde f, entoncesf (x) = (x— ¢)*h(x) donde
h(x) es un polinomio de grado— k conh(c) = 0. Podemos suponer, por comodidad, b(® > 0. Por
la continuidad dén, hay un intervalo abiertb que contiene & tal que para toda < | se verifica que
h(x) > 0.

e Sikes par, tenemos qug—c)* > 0 para todo # ¢ y deducimos qué (x) > 0 para todxe| \ {c}.
Por tanto, la grafica dé no atraviesaal eje de abscisas en= c.

e Sikesimpar, tenemos qyg—c)k > 0 parax > cy (x—c)X < 0 parax < ¢. Deducimos qué (x) > 0
parax > cy f(x) < 0 parax < c. Por tanto, la grafica dé atraviesaal eje de abscisas en= c.

En otros términos, en un cero de orden par la fundidie cambia de signo y en un cero de orden impar
si cambia.

Es claro que sif(a)f(b) < 0 el nimero de cambios de signo fleentrea y b tiene que ser impar.
Deducimos, por lo antes visto, qdetiene enja,b[ un nimero impar de ceros de orden impar, por lo
que el numero total de ceros dieen]a,b], contando cada cero tantas veces como su orden, es impar.
Anélogamente, sf(a)f(b) > 0 el nimero de cambios de signo flentrea y b tiene que ser par (o
ninguno) y deducimos que el nimero total de cero$ da]a, b es par.

Si f tienen ceros (reales) distintogg < 02 < --- < Op_1 < Ay, €stos ceros determinan- 1 intervalos
Jaj,aj4+1[y, por el teorema de Rolle, en cada uno de esos intervalos la derivada tiene que tener algn cero
Cj €aj,aj+1[. Deducimos asi que la derivada tieme 1 raices (reales) distintas < ¢; < --- < Cn_1.

Como en cada intervallm;,a 1| la grafica def atraviesa una vez el eje de abscisas, deducimos que
f(cj)f(cj+1) < 0, es decir, los nameros(cy), f(c2),..., f(ch—1) van alternando su signo. Ahora, si

a < ag, en el intervalda, ¢ [ la funcién f tiene un cero simpley y, por tanto, su gréfica atraviesa una

vez al eje de abscisas, luef) f (c1) < 0. Andlogamente, si,, < B debe seff (ch_1) f(B) < 0. Hemos
probado asi que la condicién del enunciado es necesaria.

Reciprocamente, la condicion del enunciado implica fitienen+ 1 cambios de signo, luego tiene
raices distintas.

Observa también que, como consecuencia del teorema de Rolle, si la derivada de una funcidn tiene
ceros (reales) distintos entonces la funan@npuede tener mas detkl ceros (reales) distintos (jpero

puede que no tenga ninguno!). Sabemos también, como consecuencia del teorema de los ceros de Bol-
zano, que todo polinomio de grado impar tiene por lo menos un cero real, lo que implicardardo

cada cero tantas veces como indica su multiplicidad, todo polinomio de grado impar tiene un nimero
impar de ceros reales

1.Seaf (x) = 3x* — 8x3 — 6x2 4 24x+ 0. Comof’(x) = 12¢3 — 24x? — 12x+ 24 = 12(x+ 1) (x— 1) (x—2)
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y XIirp f(x)= x”T f(x) = 4+, se sigue, en virtud de lo antes visto, duiene 4 raices reales distintas
si,ysoélosif(-1)=-194+a <0, f(1)=134+0a >0, f(2) =8+a < 0que equivalen a13< a < —8.

2. Seaf(x) = 3x° + 5x% — 30x — a. Tenemos qued’(x) = 15x* + 15x%> — 30 = 15(x> + 2)(x> — 1), es

decir, f’ tiene dos ceros reales por lo gli@o puede tener mas de trgsero todavia no sabemos si los

tiene). Lo que es seguro es gliéene por lo menos un cero real y en el caso de que tenga mas de un cero
real debe tener tres (que pueden ser simples o uno simple y otro doble). Veamos cuando ocurre una cosa
u otra. Tenemos qukes inyectiva en los intervalds- o, —1], [—1,1] y [1, o[ (porque su derivada no

se anula en ningun punto de dichos intervalos excepto en los extremos), atemas.|If (X) = —« y

iMoo T(X) = 00.

Deducimos que para quetenga tres ceros reales simples, uno en cada intefvada —1[, | — 1, 1]y
]1,+o0][, es necesario y suficientpie f (—1) =22—a >0y f(1) = —22—a < 0 lo que ocurre cuando
—-22<a <22

Cuandax = 22 entonces (—1) =0y f(1) < 0, por lo quef tiene también tres ceros reales: uno simple
en el intervald1,+o[ y otro doble (porque también anula a la derivada)-4n

Cuandoa = —22 entonced (—1) > 0y f(1) = 0, por lo quef tiene también tres ceros reales: uno
simple en el intervald— c, —1[ y otro doble (porque también anula a la derivada) en 1.

Cuandax > 22 oa < —22, f sélo tiene un cero real (porque no puede tener tres ceros reales simples ni
tampoco un cero real doble).

La discusion anterior puede hacerse también dibujando la grafica de la funciéon polinémica
h(x) = 3x®4-5x® — 30x y viendo cuantos cortes tiene dicha gréafica con la recta horizpatat. Para
ello observemos quey f tienen la misma derivada, por lo que:

X<—-1=h(x >0 -1<x<l=h'(x)<0, x>1=h'(x)>0

por lo queh es estrictamente crecientelenco, —1], estrictamente decrecienteferll, 1] y estrictamente
creciente erjl,+o[. Deducimos qué tiene en—1 un méaximo relativo y en 1 un minimo relativo.
Ademas la derivada segunti4(x) = 30x(x2 + 1) se anula erx = 0 siendoh”(x) < 0 parax < 0 y
h”(x) > 0 parax > 0, es decirh es concava ep— o, 0] y convexa erj0, +o[. Con esta informacién ya
podemos dibujar su gréfica.

Nétese que comd (x) = h(x) + a, la gréfica def
777777777777777777777 2 1 se obtiene trasladando la déacia arriba@ > 0) o
hacia abajoq < 0). Se ve asi claramente, que cuan-
ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff doa = —22 oa = 22, |la gréfica dd es tangente al
eje de abscisasn el punto—1 o en el 1 donde hay

un cero doble.

Dpto. Andlisis Matemético Universidad de Granada Prof. Javier Pérez



Soluciones de los ejercicios 36

Ejercicio 43.
Observa qud es un polinomio de gradanzjue tiene un cero de ordarenx = —1 y otro cero de orden
nenx= 1. La derivada de ordeikde f sera un polinomio de gradm2- k que tendra un cero de orden
n—kenx=—1y otro cero de orden—k enx = 1, luego debe ser de la fornfé(x) = (x> — 1)" *P(x)
dondeP(x) es un polinomio de gradk Lo que nos piden es probar que pard k < n el polinomio
P (x) tienek raices reales distintas en el intervlol, 1[. Lo haremos por induccién (finita). Paca= 1,
f’(x) = (x> — 1)"12nx que tiene un cero gn- 1, 1[. Supongamos qued k < n— 1y queR(x) tiene
k raices reales distintaag, < a» < --- < g en el intervald — 1,1[. Tenemos que

f(x) = (x2—1)"*12(n— k)xR(X) 4 (x2 — 1)" %R/ (x)

= (x2—1)"k1(2(n— K)XR(X) + (x2 — 1)R/ (X))

por tanto,Pk,1(X) = 2(n— K)xR(X) + (x? — 1)R(x). El polinomio P(x) tiene un cero en cada uno
de los intervalosa;,a;;1[ y, como hay en totak — 1 de ellos, deducimos qu&’(x) tienek — 1 ceros
simplesc; €]a;j,aj11[. En cada uno de dichos cer@g(x) cambia de signo, es dedi(aj)R(aj+1) <
0. Supongamos, por comodidad, q#é&(a;) > 0. Entonceg—1)IP/(a;) > 0 para 1< j < k. Como

Peia(aj) = 2(n—KjajR(a) + ()2 — DR (ay) = (8> - DR (&)

y aj2—1< 0, deducimos qué—1)1P;1(aj) < 0 para 1< j < k. Por tantoPy, 1(x) tiene una raiz en
cada uno de lok— 1 intervaloga;, aj1].

Probaremos ahora g 1(x) tiene una raiz eh— 1,a;] y otra enja, 1]. Como(—1)! R1(aj) <0, se
sigue qué1(a1) > 0. Tenemos también qu&1(—1) = —2(n—Kk)P(—1) por lo que, al sen—k > 0,
sera suficiente probar qi(—1) < 0. Para ello basta observar que cof(x) # 0 parax < ¢, y como
R/ (a1) > 0, se sigue qué’(x) > 0 para todax < c;. LuegoP(x) es estrictamente creciente en el
intervalo] — «,¢1] y como se anula em; < ¢i, concluimos qué(x) < 0 parax < a; Y, por tanto,

P(—1) < 0. Anadlogamente se prueba gRg€x) tiene una raiz efgy, 1[. <
Ejercicio 44.

: - log(x2) 1 ]
La desigualdad propuesta puede escribirse en la f S < o Vemos asi que basta probar que
logt 1 logt 1—logt
o9t < e paratodd > 0. Sea, pued(t) = % donde > 0. Tenemos qué’(t) = tzog y, por tanto,

f/(t) > 0si0<t < e por lo quef es creciente eD, e y f'(t) < 0 sit > e por lo quef es decreciente
en[e, +o|[. Deducimos qué alcanza em = e un maximo absoluto éR*. Luegof (t) < f(e) = 1/e.

logt 1 . .
Hemos probado quetg < o para todd > 0. Haciendd = x 2, dondex > 0 y a€ R, deducimos que

la desigualdad-a elogx < x 2 es vélida para tode > 0, y para todac R. <

Ejercicio 45.

Seaf(x) =ax+1—a—x". Es claro quef (1) = 0, por tanto, todo consiste en probar que la funcion
f alcanza ex = 1 un minimo absoluto estricto. Tenemos diéx) = a —ax®~1 = a(1—x%1). Para
0<x<1es(a—1)logx> 0y, por tantox® ! = exp((a — 1)logx) > 1, lo que implica, por ser

a > 0, quef’(x) < 0. Andlogamente se justifica qdé(x) > 0 six > 1. Por tantof es estrictamente
decreciente e}, 1] y estrictamente creciente gh+o[. Concluimos asi qué(x) > f(1) = 0 para todo
x>0,x# 1. <

Dpto. Andlisis Matemético Universidad de Granada Prof. Javier Pérez



Soluciones de los ejercicios 37

Ejercicio 46.

.. _logx . . . . .
La funclonTg ha sido ya estudiada anteriormente. Por otra parte, la desiguldauf es equivalente

aloga< Iogb.

— <
b
Ejercicio 47.
. . i . | I
La desigualdad del enunciado puede escribirse equwalentemente%g})lt(nsi %{. <
Ejercicio 48.

2
i) Seaf (x) = cosx— 1+ % Tenemos qué’(x) = —semx+x y f(x) =1—cosx. Comof”(x) > 0 para

todox€]0,1/2[, se sigue qué’ es estrictamente creciente [@nrt/2] y, comof’(0) = 0, obtenemos que
f’(x) > 0 para todox€]0,11/2[ y por tantof es estrictamente creciente [@nrt/2]. Puesto qué (0) =0,
concluimos finalmente qui(x) > 0 para todo €0, 11/2).

i) Seaf(x) = serx— 2—1: Tenemos qué’(x) = cosx— % y f”(x) = —semx. Comof " (x) < 0 para todo
x€]0,1/2[, se sigue qud’ es estrictamente decreciente[8rr1/2]. Como f’(0) > 0, y f'(1/2) < 0,
deducimos que hay un Unico punp=]0, 11/2] tal quef’(x,) = 0 y en dicho punto la funciéf alcanza

un maximo absoluto €], 11/2]. Sabemos, por el teorema de valores maximos y minimos de Weierstrass,
que f tiene que alcanzar un valor minimo absolutd@m/2]. Dicho minimo absoluto necesariamente

tiene que alcanzarse en los extremos del intervalo ya que si se alcanzara en un punto interior en dicho
punto habria de anularse la derivada y hemos visto que ésta sélo se anula en un punto que es de maximo
absoluto. Comd (0) = f(11/2) = 0 concluimos qué (x) > 0 para todo€]0, T1/2]. <

Ejercicio 49.
Podemos derivag(x) como se deriva un cociente. Tenemos

1o — T 0(x=2) = (f(x) — f(a))
g ( )* (X_a)z )

(a<x<b)

Aplicando el teorema del valor medicfaen el intervalda, x|, tenemos (x) — f (a) = f’(c)(x—a) para
alginceja, x|. Por tanto

f'(x)(x—a) = (f(x) - f(a)) = (f'(x) - f'(c))(x—a) = 0
por serf’ creciente. Concluimos gqug(x) > 0 para todoc€]a, b], lo que implica quey es creciente en
dicho intervalo. <

Ejercicio 50.

Basta aplicar el teorema del valor medid an los

(b.f(b)) intervalos[a, c] y [c,b] para obtener que hay puntos
- u€ja,cf, vec, bf tales que
| ‘ i~ 1@ =f@ o, fb)—f(c)
i i f (U)— c—a ’ f (V)_ b—c
a Como
(af(a) 3 ! f(c)—f(a) f(b)—f(c)
T c v b c-a b-c o

se sigue qué’(u) = f'(v).
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Aplicamos ahora el teorema de Rollé‘aen(u, V], para concluir que hay alga]u, v[ tal quef”(z) = 0.
<

Ejercicio 51.

Seaf una funciénn veces derivables con derivada de orderonstante. Naturalmente, dicha funcion
tiene derivada de ordamy 1 idénticamente nula. Dadr¢ R, aplicamos el teorema de Taylor con resto
de Lagrange d en el puntaa = 0, y deducimos que existe un purteomprendido entre 0 ytal que

" (n (n+1
100 = 10)+ 1Ot T oo L, F(0 0

y comof("1(t) = 0 para todd € R, concluimos que coincide con su polinomio de Taylor de orden
ena= 0y, por tanto, es una funcion polinémica de gradao.

Fijate que no cabe esperar que este resultado pueda probarse sin usar algun resultado teérico profundo.
Recuerda que se necesita el teorema del valor medio para probar que una funcién con primera derivada
nula es constante. <

Ejercicio 52.

Si hemos de aceptar la sugerencia, parece conveniente usar un polinomio deTféf/laj(x), de la
funcion f (x) = (1—x)~¥2 en el punta= 0, cuyo orden determinaremos por la condicion de que el error
cometido al aproximaf (1/50) por T,(f,0)(1/50) sea menor que 16° pues entonces, al multiplicar

14 _ 1 4 . 14 19 9
por 75 el error de aproximay/2 = 10f(1/50) por 10Tn(f,O)(l/SO) sera menorqu%lo <1077

La derivada de ordende f(x) = (1—x)~%2 viene dada por

fnpy) = L <1+1> <1+n_1> Ay ven_L3E@-D)

2\2 2 2n
Sabemos, por el teorema de Taylor con resto de Lagrange, que el error que se comete al aproximar
f(1/50) por T,(f,0)(1/50) es, en valor absoluto, igual a

|f<n+l(cf)‘|X—a|n+1: x:i a=0|= |f(n+l(c)| 1 n+_1 1-3-5---(2n+1) 1 1
(1) (nt1)! (Nt 1)120T (1 ¢)¥2rn 5071
1 1 1

50’ 50)
~ 1.3:5---(2n+1) 1
= 2-4~--(2I’H—2) (1_ C)3/2+n 5on+1 (

1—c)3/2+n 50+ 1

1 9 .
< 1-—c, se sigue que

dondec es un punto comprendido entte= 0 y x=1/50. Como 0< 1— 50 50

1 50 3/2+n 50 n+2 or tanto
(1-czm ~\a9) “\ag) »P !

|f(n+1(c)|
(n+1)!

50

n+1
x—a| < 49n+2

Es suficiente para nuestro proposito Como esta desigualdad se satisface patdb,

+2 < 1010°

concluimos finalmente qn{efz— igTs(f,O)(l/SO)’ < 107°. Calculemos, para acabag f,0)(1/50).
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(k
ComoTs(f,0)(x) = f(0) + S5, fk 0xk deducimos que

fko 1 1-3-5---(2k—1) 1
f,0)(1 =1+ =1+ > e EqK
( O) /50) Zk 10 k! 50k Ek 1 2.4...(2k 50k

11 31 51 35 1 63 1 80812203563

= 1 —_—— —— —_— —_— —_— = T
250" 8502 T 16503 " 128507 T 256506 8(1019)
1480812203563 565685424941
Flnaltmentef 10 8(1000) = 2(10%) =1,4142135623525 con nueve cifras decimales
exactas

Comentario. Me parece que la sugerencia de este ejercicio en vez de simplificar los célculos los com-
plica. Si calculamos los polinomios de Taylor dg) = /X en el puntoa = 1,96 todo es mas facil.
Naturalmente, he elegido el punto 1.96 porque en él peattular de forma exactal valor deh y de

sus derivadas y porque esta muy proximo a 2. Tenemos que

h(x) = % (;_1) (;_2> (;_n+1) (/2n_ (_1),1711.3.5...%?1—1)—1))(1/27n

El error de aproximacion viene ahora dado por

h(n+1(¢e h(n+1(¢c ml4.3.5... —
| ( )||X_a|n+1: [x:1,96,a:2]: | ( )| i :1 3-5 (2n 1) 1 4
(n+1)! (n+1)! \10? (n4+1)12m+1 - cl/2+n 102n+2
~1.35.(2n-1) 1 4 1 4
©2-4---(2n)(2n+2) cl/2+n 1022 T 2n 2 ¢l/2+n 1020+2
donde 196 < ¢ < 2. Deducimos que

|h(+(c)| x_af"t 1 1 4
(n+1)! 2n+2(1,4)(1,96)" 10212
y es suficiente tomar = 3 para conseguir que el error sea menor que’10 <

Ejercicio 53.

a) Elegimos un punta proximo ax = 7 en el que podamos calcular de forma exacta el valdi(de=
gxy de sus derivadas. El puntéo= 8 es un buen candidato, pues esta proxinxo=a7 y v/8 = 2. El
error que se comete al aproximi@ por el polinomio de TayloT,( f,a)(x) viene dado por
120 et a—g, x—7 = LF"C)
(n+1)! (n+1)!

donde 7< ¢ < 8. Como

f(“(x):;(;_1> (;_2)..(;_,,“) /s _ 1'2'5'8"'§§<”—1>—1>;£nx

deducimos que

|11 (c)| _1258(3n-1) V8 _ .2
(n+1)! (n+1)13n+1 7o+l T 70l
y basta toman = 2 para que el error cometido en la aproximacion sea menor qife 10 <

Ejercicio 54.
Los polinomios de Taylor de la funcién exponencial centradas-e1® son inmediatos pues las deriva-
das de €enx = 0 valen todas 1. Luego

k

1+

Tn(exp, 0)(X) %

HM:
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Como ser(x) = cogx) = ser(5 + ), se sigue que sét{x) = ser(F +x). En particular, sef(0) =
= ser(). Por tanto

L ser('f)
Th(sen0)(x) =
(sen0)(x = 3 g

Como pard par es seﬁ%) =0y parakimpark=2g—1es seh@r) = (=1)%*1, resulta que
n k+1
(G

Ton—1(sen0)(x) = Ton(sen0)(x) = k; Wx

Andélogamente para la funcién coseno
(—1)kxzk
o (2K)!
Pongamod (x) = (1+x)%. Tenemos qué"(x) = a(a —1)(a —2)--- (a —n+1)(14x)%". Por lo que
TR0 =1+ y HOH@Z Ok D
K=1 :
Cualquiera sea elimero reakt y el nimero naturdt se define
(a) _a(a—1)(a—-2)---(a—k+1)
k ki
Por conveniq(3) = 1. Con ello podemos escribir

To(f,0)(x) = i @)xk

k=0

M

Ton(€0s0)(X) = Tont1(c0S0)(X) =
K

Para obtener los polinomios de Taylor de(lbg x), arctgx y arcserx es conveniente usar la siguiente
relacion, de comprobacién inmediata, entre los polinomios de Taylor de una fungida su derivada
¢’ que se expresa por

S Ta(0,2)00 = Th(8" () @
Es decir, la derivada del polinomio de Taylor de ordenl de¢ es el polinomio de Taylor de orden
de¢’. Laigualdad {) es interesanten los dos sentidgsues permite calculdh,1(¢,a)(x) sin mas que
calcularla primitiva de T,(¢’,a)(x) que en el punt@ coincida conp(a). Los siguientes ejemplos son

representativos de esta forma de proceder.

En lo que sigue vamos a usar diigd, a) es el Unico polinomio de gradg n tal que

¢(x) —Tn(9,28)(x)

J(Ln; (x—an =0
Pues siP(x) es un polinomio de grada n tal quexlrgw = 0, entonces, poniendd (x) =
=Tn($,a)(x) — P(x), tendremos qu)<(—:irig1 (XH_();))n = 0lo que implica qu&=aes unaraiz del(x), luego

_ o)k
HOO o (-3 Q) _
Xx—a" x-a (x—a)"

implica quek > ny, comoH (x) es un polinomio de graddg n esto s6lo es posible bi(x) es idéntica-

mente nulo, es deciB(x) = Ty(¢,a)(x).

H(x) = (x—a)kQ(x), dondek es el orden de la raiz. La condicic)?’n;l

Pongamod (x) = log(1+ x). Tenemos que

1 1Xn+l
f/(X) = m :l—X+x2_X3+...+(_1)nxn+(_1)n+ m
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De donde se deduce, por lo antes dicho, que
Ta(f,00(X) =1—x+X2 =+ -+ (=1)X"
y, por tanto, para=0,1,2,...

x2 3 ¥ xn+1
Thaa(f =x—+- 2 (="
(1,009 =X+ g = e ((D2

Para el caso de la funcién arctge procede igual teniendo en cuenta que
X2n+2

5 =1-X2 X x4 (=) (—)"HE

arctg’'(x) = s
g 1+X 1+x2

de donde se sigue que

B3 ¥ X . x2n+1
Ton(arctg 0)(x) = Tonya(arctg 0)(x) = x— 3 + 57 +-4(-1) il

Finalmente, como arcséfx) = (1—x?)~1/2 es de la formd1+ 2)® dondez_ —x?, 0 = —1/2,y como

el polinomio de Taylor de ordemena = 0 de(1+z)® sabemos que eE ( )zk deducimos que

Ton(arcsen,0)(x) = k; (_1k/2) (—x?)k = k; (‘32) (—1)kx2
y, por tanto, ] 12 e
Ton(arcsen0)(x) = Tony1(arcsen0)(x :k%( )( 1) ]

Como

(—1/2) _FE-VE -2 (F k) 185 k)
K 2:4-6-- (2K
tenemos que

0 1.3.5---(2k—1) 1
T +1
2n+1(arcsend)(x 246 (2k 2k+1
<

Ejercicio 55.

Por la regla de la cadenfigs derivable en todo punko# 0y, por la regla de derivacién de un cociente,

/ J—
tenemos quef’(x) = w parax # 0. Para estudiar di es derivable ex = 0 no hay otra

forma de hacerlo (pero lee mas abajo) que recurriendo a la definicién. Tenemos que
f(x) — £(0) 9(x) —g'(0)x _ g"(0)

>I<I—r>% x—0 - lﬁ% %2 = 2
en virtud del teorema de Taylor-Young (si lo prefieres, puedes aplicar -juna vez solo!- L'Hopital). Por
"
i 0
tanto, f es derivable em=0y f'(0) = 9 2( )_

xg'(x) —9(x)

> y para calcular este
limite NO se puede aplicar L'Hépital porque no sabemcg§ sis derivable (nos dicen gqgeesunavez
derivable erR). Intentaremos relacionar el cociente con las hipétesis que nos dangs@espués de
pensarlo un poco, parece conveniente escribir

xg'(0) —9(x) _ xg'(¥) =xd'(0) +xg'(0)—g(x) _ g'(x)=9'(0) _ g(x) —g'(0)x
XZ

Estudiemos sf’ es continua ex = 0. Tenemos quer‘nf (x) = Img

X2 X X2
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9"(0)

y deducimos queirha f'(x) = , luegof’ es continua er = 0.
X—

También puedes usar para hacer este ejercicio un resultado de teoria que dice que si und mcion
continua en un intervalig aes un punto dg, y sabemos quées derivable eh\ {a} y quexirr;1 f/(x) =L,
entonces también es derivable emcon f’(a) = L y, por tanto,f’ es continua ea.

Es evidente (¢,0 no lo es?) que la funcféael ejercicio es continua en el intervdle- R y es derivable en
" "
R\ {0}. Como Irrg) f/(x) = g 2(0) , esto prueba de golpe qtiees derivable er = 0, quef’(0) = gT(O)
X—

y que f’ es continua ex = 0. <

Ejercicio 56.

Observa que st > —1yx# 0 esg(x) = (1+x)¥*y g(0) = e. Es claro también qui(x) = logg(x).

El ejercicio consiste en calcular las dos primeras derivadapettex = 0. Por la regla de la cadena es
suficiente para ello calcular las dos primeras derivadasetex = 0. Pues entonceg (x) = ef ¥ £/(x),

y g”(x) =e"™ ((f(x))2+ f”(x)). Fijate en que la funcioh es mas sencilla que ta De hecho, no es

(1+x)Y*—e

nada facil calcular directamentg(0) porque el limite iIn?J se complica mucho si tratas
X—

de hacerlo por L‘Hopital. Las funciones comodaesto es, las del tipu(x)"(x), tienen derivadas muy
complicadas.
f(x)—f(0) . log(1+x)—x
=1im
x—0 Xx—0 x2

Derivar f es facil. El limite Ing = _71 es bien conocido. Deducimos
X—

quef’(0) = _71 Ahora, para # 0, se calcula facilmente por la regla de derivacion de un cociente, que
F1(x) = x—log(1+ x) —xlog(1+X)

. Tenemos
X?(1+x)

1
f/(x)— £/(0) X—109(1+X) —xlog(1+X) + §x2(1+x)
x-0 x3(1+x)
Se trata de calcular el limite para— 0 de este cociente. Lo primero es quitar el fagtbs-x) del

denominador (evidentementd,+ x) ~ 1 parax — 0). Una vez hecho esto, nos damos cuenta de que se

1 1 o
trata de comparax— log(1+x) — xlog(1+x) + =x?+ =x3 conx3. Utilizando el teorema de Taylor-

2 2
Young, tenemos que l¢f+x) = x— %xz + %x3 +0(x3), y deducimos
12,13 23 3
x—Iog(1+x)foog(1+x)+§x X7 = 3X +0(x%)
por lo que el limite buscado es iguaéaes decir,f”(0) = :—23
Resulta asi qug’(0) = ef (@ £/(0) = fg, g9”(0) =" @ ((£(0))2+ (0)) = e(ir + 2) = %e.

Finalmente, el limite

e
1+x)Y*X—e+ =x
Iim( ) +2 11

=_"e
x—0 X2 24

_ _—a

como consecuencia del teorema de Taylor-Young (es de la fo’nn%-()!() 9(0) —g'(O)x = }g”(O)).
x—0 X2 2

<
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Ejercicio 57.

En todos los casos nos piden estudiar la derivabilidad de una funcion de laféxina u(x)"™ en un
punto“conflictivo” en el que no puedes aplicar las reglas de derivacion. En este tipo de ejercicios la me-
jor forma de proceder consiste en estudiar la derivabilidad de la fup¢ign= logF (x) = v(x) logu(x)

en el punto conflictivo. Para ello debes recurrir a la definicion de derivada. Observa qué& comeo

e¢<x), la derivabilidad dep equivale a la derivabilidad de. Como en el ejercicio anterior ya hemos
usado esta estrategia un ejemplo mas debe ser suficiente para que la comprendas bien.

serx
og () 1
4.Seap(x) =logf(x) = —z $(0) =logf(0) = 5" Tenemos
serxy 1
log( —— ) 4+ =x?
im0 =00 _ | o0(50) e
x—0 X—0 x—0 x3

Podemos aplicar L'Hopital para quitar el logaritmo.

X [ XCOSX—serx n 1X 1,
. 0(xX)—(0) . serx X2 3 i X COSX — serx—+ §X Serx
Iim =lim 5 =lim
x-0 X—0 Xx—0 3x Xx—0 3x3semnx

Sustituimos en el denominador sepor x y usando que

1 1
sernx = x— éx3 +0(x*), cosx=1- Exz +0o(x3)
. 1
deducimos que& cosx — serx+ éxz serx = o(x*), por lo que

1
X COSX — Serx+ =x2serx

. 3 .

J(ET(]) 3x3serx =0
Concluimos quep es derivable ex =0y ¢'(0) = 0 por lo que tambiérf es derivable ex=0y
f/(0) = f(0)$’(0) = 0. <

Ejercicio 58. 1
Consideremos la funciég: R — R definida para toda > 0 porg(x) = e /X = i yg(0)=0.

Te recuerdo que para todo nimereR se verifica que
Xr
Iim — =lim——— =
x—+o @ x—0 X el/X
x>0

0

. . 1 1
Como img(x) = 0, la funciéng es continua ek . Parax > 0 esg’(x) = — e /X = , por
x-0 x2 x2el/x
X>
lo que irrcl)g’(x) = 0y, por un resultado de teoria usado ya en varias ocasiones, concluimgsegue
X—

x>0
derivable en 0 con’(0) = 0 siendo, ademag; continua en 0y, por tanto, é;. Como para > 0 es

9"(x) = (—2x3+x7%) e /% se sigue qugiiis)g/’(x) =0, luegog es dos veces derivable en 0 siendo

x>0
g”(0) = 0. De esta forma puedes demostrar por inducciéngitiene derivadas de todos 6rdenes en

x = 0 siendog"(0) = 0 para todme N.

Como f(x) = g(x?) para todax€ R, se sigue que tambiéhtiene derivadas de todos 6rdenesken 0
siendof("(0) = 0 para todme N. Por tanto,f tiene derivadas de todos érdenesReres decir, es una
funcién de clas€” enR.
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Sabemos que la imagen dees un intervalo. EI minimo absoluto dese alcanza ew = 0. Como
2 2 : : . .

f'(x) = 3 e ¥x" (x#£0), se tiene qud’(x) < 0six< 0y f/(x) > 0 six> 0. Luegof es estrictamente

decreciente ef— o, 0] y estrictamente creciente & +o[. Ademéas comd (—x) = f(x), tenemos que

F(R) = f([0, +[) = [f(0), lim f(x)[=[0,1[ <
Ejercicio 59.
fagx) —fa(@) _ fxgx) —f@g@ _ fx)gkx)  f(x)—f(a) o(x)
X—a X—a X—a X—a
<
Ejercicio 60.

Se trata de probar que la funcidn R — R definida porf (x) = €+x es una biyeccién d& sobreR,
pues entonces llamandg la funcién inversa dé, se tendra qué(g(x)) = x, es decirg(x) + e = x
para todokeR.

Naturalmente, seria una ingenuidad intentar calcular de forma explicita la funcion inversaues la
igualdadx+€* =y no permite expresar de forma elememntabmo funcion dg. Hemos de contentarnos
con demostrar que la funcid@nexiste

Desde luego, comd’(x) = 1+ €* > 0, se sigue qué es inyectiva, de hecho, estrictamente creciente en
R. Ademas comg(itpmf(x) =—oy Xﬂrpw f(X) = 4+, se sigue que la imagen dees todoR (porque
debe ser un intervalo no minorado ni mayorado). Luege una biyeccion y su funcion inverggs f 1
verifica queg(x) + €9 = x, para todx e R.

En virtud del teorema de la funcion inversa, sabemosygsederivable y la relacidn entre las respectivas

derivadas viene dada pgf(x) = f’(g:jL(x)) Comog(1) = 0 (porquef (0) = 1) yg(1+e) = 1 (porque
f(1) = 1+e), deducimos que
1 1
g/(l): ==, g/(1+e): P

Dpto. Andlisis Matemético Universidad de Granada Prof. Javier Pérez



	Tabla de Contenidos
	1 Ejercicios de Derivadas
	1.1 Tasas de variación
	1.2 Ejercicios de extremos
	1.3 Cálculo de límites
	1.4 Teorema de Rolle y del valor medio
	1.5 Teorema de Taylor
	1.6 Derivabilidad de funciones

	 Soluciones a los Ejercicios



